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Réduction des endomorphismes

Polynéme en un endomorphisme

Exercice 1 [00753] [correction]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et u € L(E).
On suppose qu’il existe un vecteur zy € E telle que la famille
(w0, u(wp), ..., u" (o)) soit libre.

Montrer que seuls les polynémes en v commutent avec u.

Exercice 2 [00754] [correction]
Soit u € L(E) vérifiant u® = I.
Montrer que
ker(u — Id) @ ker(u® +u +1d) = F

Exercice 3 X MP [03033] [correction]

Soient A et B dans M, (R). On suppose que A est nilpotente et qu’il existe

P € R[X] tel que P(0) =1 et B = AP(A). Montrer qu’il existe @ € R[X] tel que
Q) =1et A= BQ(B).

Exercice 4 [03210] [correction]
Soient A € GL,,(C) et B € M,,(C) telle que B? = O,,.
a) Montrer que I,, + A71BA est inversible et exprimer son inverse.
b) On pose
H={I,+ P(B)/P e C[X],P(0) =0}

Montrer que H est un sous-groupe commutatif de (GL,(C), x).

Sous-espaces vectoriels stables

Exercice 5 [00755] [correction]

Soient u et v deux endomorphismes d'un K-espace vectoriel E.

On suppose que u et v commutent, montrer que Imu et ker u sont stables par v.
Que dire de la réciproque ?

Exercice 6 [00756] [correction]
Montrer qu'un endomorphisme f d’un K-espace vectoriel E commute avec un
projecteur p si, et seulement si, Imp et ker p sont stables par f.

Exercice 7 [00757] [correction]
Déterminer les sous-espaces vectoriels stables pour 'endomorphisme de dérivation
dans K [X].

Exercice 8 [o00758] [correction]
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie.

o0 o0
On pose N = |J keru? et I = () ImuP.

p=0 p=0
a) Montrer qu’il existe n € N tel que N = ker u™ et I = Imu".
b) Etablir que N et I sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires stables par
u et tels que les restrictions de u a N et I soient respectivement nilpotente et
bijective.
¢) Réciproquement on suppose E = F & G avec F et G sous-espaces vectoriels
stables par u tels que les restrictions de u a F' et GG soient respectivement
nilpotente et bijective. Etablir ' = N et G = 1.

Exercice 9 [o00759 ] [correction]

Soient u et v deux endomorphismes d’'un K-espace vectoriel de dimension n € N*.
On suppose v o v = v o u et v nilpotent.

On désire montrer que det(u + v) = det u en raisonnant par récurrence sur la
dimension n > 1.

a) Traiter le cas n =1 et le cas v = 0.

b) Pour n > 2 et v # 0, former les matrices de u et v dans une base adaptée a Imu.
¢) Conclure en appliquant ’hypothése de récurrence aux restrictions de u et v au
départ de Imu.

Exercice 10 Centrale MP [ 00760 ] [correction]

Soit E = FE1 @ F5 un K-espace vectoriel. On considere

I'={u e L(E),keru = E; et Imu = E}.

a) Montrer, pour tout u de I' que & = up, est un automorphisme de Es.
Soit ¢ : I' — GL(E2) définie par ¢(u) = 4.

b) Montrer que o est une loi interne dans T'.

¢) Montrer que ¢ est un morphisme injectif de (T', o) dans (GL(Es), o).
d) Montrer que ¢ est surjectif.

e) En déduire que (T', 0) est un groupe. Quel est son élément neutre ?
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Exercice 11 [oo761 ] [correction]

Soient E un K-espace vectoriel muni d’une base B, f € L(E) et H un hyperplan.

a) Déterminer la dimension du sous-espace vectoriel {u € E*/u(H) = {0}}?

b) Montrer que si H a pour équation u(z) = 0 alors H est stable par f si, et
seulement si, u o f est colinéaire a wu.

¢) Soient A et L les matrices dans B de f et u.

Montrer que H est stable par f si, et seulement si, 'L est vecteur propre de *A
d) Déterminer les plans stables par

3 -2 -4
1 -2 =2
Exercice 12 Centrale MP [ 02492 ] [correction]

Soient f et g deux endomorphismes I’espace euclidien de R? canoniquement
représentés par

1 2 0 0o -1 2
A= -4 3 4 et B = 0 -1 0
2 2 -1 -1 1 =3

a) Trouver les droites vectorielles stables par f.

b) Soit P un plan de R? de vecteur normal 7i. Montrer que P est stable par f si,
et seulement si, Vect(7i) est stable par f*.

En déduire les plans stables par f.

¢) Donner les droites et les plans stables par g.

Exercice 13 Mines-Ponts MP [ 02726 ] [correction]
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u € L(E) tel que

w?P=1d

Décrire les sous-espaces stables de u.

Exercice 14 Mines-Ponts MP [ 02897 ] [correction]
On note F = C(R,R) et on pose, pour toute f € E et tout € R,

Tf(x) = f(z) + / " fe)at

a) L’opérateur T est-il un automorphisme de E 7
b) Existe-t-il un sous-espace vectoriel de E' de dimension finie impaire et stable
par T'7

Eléments propres d’un endomorphisme

Exercice 15 [o00762] [correction)]
Soient f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel et n € N*. On suppose que

0 € sp(f™).
Montrer que 0 € sp(f).

Exercice 16 [00763] [correction)]
Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel £ de dimension finie.
Montrer que 0 ¢ sp(f) < f surjectif.

Exercice 17 [00764 ] [correction]
Soit u un automorphisme d’un K-espace vectoriel E.
Etablir Spu~! = {A7!/)\ € Spu}.

Exercice 18 [o00765] [correction)]
Soient £ un K-espace vectoriel, u € L(E), a € GL(E) et v=aouoa™'.
Comparer Spu et Spv d’une part, E)(u) et Ey(v) d’autre part.

Exercice 19 [o0766] [correction)]

Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E tel que tout vecteur non nul
en soit vecteur propre.

Montrer que u est une homothétie vectorielle.

Exercice 20 Mines-Ponts MP [ 02719 ] [correction]

Soit f et g deux endomorphismes d’un C-espace vectoriel E de dimension finie
n>1telsque fog—gof=Ff.

a) Montrer que f est nilpotent.

b) On suppose f*~! # 0. Montrer qu’il existe une base e de E et A € C tels que :

0 1 (0)
Mat. f =
"
(0) 0

et
Mat.g = diag(A, A+ 1,..., A+ n—1)
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Etude pratique des éléments propres d’un endomor-
phisme

Exercice 21 [oo0767 ] [correction]
Soient A = 10 et M = b matrices réelles.
0 2 c d

a) Calculer AM — MA.
b) Déterminer les éléments propres de I’endomorphisme M — AM — M A.

Q

Exercice 22 [oo0768 ] [correction]
Soient £ = C*>(R,R) et D ’endomorphisme de E qui & f associe sa dérivée f’.
Déterminer les valeurs propres de D ainsi que les sous-espaces propres associés.

Exercice 23 [o00769 ] [correction]

Soient E = C°(R,R) et I 'endomorphisme de E qui & f € E associe sa primitive
qui s’annule en 0.

Déterminer les valeurs propres de I.

Exercice 24 [oo770] [correction]
Soient E = ¢>°(R) lespace des suites réelles bornées et A : E — F
I’endomorphisme défini par

A(u)(n) = u(n + 1) — u(n)

Déterminer les valeurs propres de A.

Exercice 25 [o03126] [correction]
Soient £ = CN et f: E — F l'application qui transforme une suite v = (u,) en
v = (vy,) définie par

Up + Up—1

vg = ug et Vn € N*, v, = 5

Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f.

Exercice 26 [o00771] [correction]
Soit E le sous-espace vectoriel des fonctions de C([0, +00[R) s’annulant en 0.
Pour tout f € E, on définit ¢(f) : [0, +00] — R par

AN =0et oD =1 [ re)ar pour o >0

a) Montrer que ¢(f) € E puis que ¢ est un endomorphisme de E.
b) Déterminer les éléments propres de .

Exercice 27 Mines-Ponts MP [ 02700 ] [correction]
Soit E = C([0,1],R). Si f € E, soit

T(f) : 2 €[0,1] »—>/0 min(z,t) f(t) dt

a) Vérifier que T est dans L(E).
b) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de T'.

Exercice 28 Mines-Ponts MP [ 03063 ] [correction]
Soit E l'espace des fonctions f de classe C! de [0, +oo] vers R vérifiant £(0) = 0.
Pour un élément f de E on pose T'(f) la fonction définie par

r(1)w) = [ L

Montrer que T est un endomorphisme de F et trouver ses valeurs propres.

Exercice 29 [03125] [correction]
Déterminer valeurs propres et vecteurs propres de ’endomorphisme ¢ de R,, [X]
défini par

¢: P+ (X2 —1)P' —nXP

Exercice 30 Centrale MP [ o03103] [correction]

On considére n + 1 réels deux a deux distincts ag, ..., a, et A le polynéme

AX) =[] (X - a)

k=0
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Soit B un polyndme réel tel que pour tout k =0,...,n, B(ag) # 0. On consideére
Papplication f qui & un polynéme P de R, [X] associe le reste R = f(P) de la
division euclidienne de BP par A.

a) Justifier qu’on définit ainsi un endomorphisme de R, [X].

b) Etude d’un exemple avec le logiciel de calcul formel : on demande de résoudre
cette question avec le logiciel.

On choisit

n=2AX)=(X-1)(X-2)(X -3)et B(X)=X?

Ainsi f est ici 'endomorphisme de Ry [X] qui & P € F associe le reste de la
division euclidienne de X3P par (X —1)(X —2)(X — 3).

Créer 'application f. Utiliser la commande « rem »qui fournit le reste de la
division euclidienne. Expliciter alors I'image de P = aX? +bX +c.

Déterminer le noyau de f.

Suivre le méme procédé pour déterminer les éléments propres de f, en annulant
les coefficients de Q = f(P) — AP.

Créer la matrice de f dans la base canonique de E et retrouver ainsi les valeurs
propres et les vecteurs propres de f.

¢) On revient au cas général. Déterminer le noyau, les éléments propres (valeurs
propres, sous-espaces propres) et le déterminant de f. L’endomorphisme f est-il
diagonalisable ?

Eléments propres d’une matrice

Exercice 31 [oo772] [correction]

Soit A € M,,(K) vérifiant rg(A) = 1.

Montrer qu’il existe A € K tel que A2 = AA et que ce scalaire A est valeur propre
de A.

Exercice 32 [o0773] [correction]

n
Pour A € M,,(R), on pose ||A]| = sup Y |a;;
1<i<n j=1

Montrer que sp(A) C [ [[A]l, [[A]]

Exercice 33 [o0o0774 ] [correction]

Soit A = (a;,;) € M, (R) vérifiant pour tout i, j € {1,...,n} a;; > 0 et pour tout
n

Z'E{l,...7n}, Zaw- =1.
j=1

a) Montrer que 1 € Sp(A).
b) Justifier que si A € C est valeur propre de A alors |A| < 1.
c¢) Observer que si A € C est valeur propre de A et vérifie |A\| =1 alors A = 1.

Exercice 34 [03280] [correction]
Soit A = (a; ;) € M, (R) vérifiant pour tout 4,5 € {1,...,n} a;; € R et pour

n

tout i € {1,...,n}, 3 a;; = 1.
Jj=1

a) Montrer que 1 € Sp(A4).

b) Justifier que si A € C est valeur propre de A alors |A| < 1.

c¢) Observer que si A € C est valeur propre de A et vérifie |A\| = 1 alors A est une
racine de I'unité.

Exercice 35 [00775] [correction]

Soient A, B € M, (R) vérifiant AB — BA = A.

a) Calculer A*B — BAF pour k € N.

b) A quelle condition la matrice A* est-elle vecteur propre de I’endomorphisme
M+ MB — BM de M, (K)?

¢) En déduire que la matrice A est nilpotente.

Exercice 36 [00776] [correction)]
Soient n € N* et E = M, (R). Pour A € E, on introduit v : £ — E défini par

u(M) =AM

Montrer que A et u ont les mémes valeurs propres et préciser les sous-espaces
propres de u en fonction de ceux de A.

Exercice 37 [oo0777] [correction]

Soient A € M,,(C) et ®4 'endomorphisme de M,,(C) définie par &4 (M) = AM.
a) Montrer que les valeurs propres de ® 4 sont les valeurs propres de A.

b) Déterminer les valeurs propres de U4 : M — MA.

Exercice 38 Mines-Ponts MP [ 02729 ] [correction]

Soit la matrice A € M,,(R) donnée par A = (min(%, j))1<i,j<n-

a) Trouver une matrice triangulaire inférieure unité L et une matrice triangulaire
supérieure U telle que A = LU.



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 18 mars 2011

Enoncés

0 1 (0)
b) Exprimer A~! & I'aide de N =
(0) 0

¢) Montrer que SpA~! C [0,4].

Exercice 39 X MP [o02861] [correction]
Déterminer les valeurs propres de la matrice

0 0 1

Dl | e Mo(R)
0 0 1
1 1 1

Exercice 40 [o03173] [correction]
Soit n € N, n > 2. Déterminer les valeurs propres de la comatrice de A € M,,(C).
On commencera par étudier le cas ou la matrice A est inversible.

Exercice 41 Centrale MP [ 03204 ] [correction]
Soit A, = (ai,j) € M, (R) la matrice définie par

ai,i:Oetai,j:jsii;«éj

a) A laide de Maple, calculer les valeurs approchées des valeurs propres de As, As
et, si possible A1g.
b) Si A est valeur propre de A,,, montrer que

"k
—— =1
;mA

¢) Nombre et localisation des valeurs propres de A,, ?

d) On appelle z,, la valeur propre de A,, strictement comprise entre —2 et —1.
Quel est le sens de variation de la suite (z,,)?

e) Limite de (z,) et développement asymptotique & deux termes.

Exercice 42 [03316] [correction]
Soient n > 3 et

0 0) 1
a=| 1 € Ma(R)
1
1 (0) 0

a) Calculer les rangs de A et A2.
b) Soit f 'endomorphisme de R™ canoniquement représenté par la matrice A.
Montrer

ker f @ Imf = R"

c¢) En déduire que la matrice A est semblable & une matrice de la forme
0 (0)
avec B € GLy(R)
(0) B

d) Calculer trB et trB2.
En déduire les valeurs propres de B puis celles de A.
e) La matrice A est-elle diagonalisable ?

Polynome caractéristique

Exercice 43 [ 00778 ] [correction]
a) Montrer que deux matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique.
b) Réciproque ?

Exercice 44 [ 00779 ] [correction]

Soit F' un sous-espace vectoriel stable par un endomorphisme u d’un K-espace
vectoriel E de dimension finie.

Etablir que le polynéme caractéristique de I’endomorphisme induit par u sur F
divise le polyndéme caractéristique de wu.

Exercice 45 [00780] [correction]
Soit A € M,,(R) inversible de polynoéme caractéristique x 4.

(;IA)((S -xa(l/z).

Etablir que pour tout  # 0, x4-1(z) =
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Exercice 46 [oo07s1 ] [correction]
Soient A, B € M,,(C). On désire établir I’égalité des polyndémes caractéristiques

XAB = XBA

a) Etablir Pégalité quand A € GL,,(C).
b) Pour A ¢ GL,,(C), justifier que pour ¢ > 0 suffisamment petit
A +tl, € GL,(C) et en déduire que 1’égalité est encore vraie.

Exercice 47 [01109] [correction]
Soient A, B € M,,(K) et p € N*. Etablir

X(AB)» = X(BA)?

Exercice 48 Mines-Ponts MP [ 02696 ] [correction]
Soit A, B € M,,(R). Montrer que AB et BA ont méme valeurs propres.

Exercice 49 [o02901 | [correction]
Soit A € M,,(C). Montrer
Xaa € R[X]

Exercice 50 [o1272] [correction]
Soient A € M,, ,(K), B € M,, ,(K) et A € K. En multipliant & droite et & gauche

la matrice
-, A
M = ( B I, ) € My4,(K)

par des matrices triangulaires par blocs bien choisies, établir

(=2)PxaB(A) = (=A)"xBa(}N)

Exercice 51 Mines-Ponts MP [ 02697 ] [correction]
Soit (A, B) € M, 4(R) x M, ,(R). Montrer que X%xap(X) = XPxpa(X).

Indice : Commencer par le cas ou A = ( IOT 8 )

Exercice 52 Mines-Ponts MP [ 02698 ] [correction]
a) Si P € Z[X] est unitaire de degré n, existe-t-il A € M,,(Z) de polyndéme
caractéristique P ?

b) Soient (A1,...,A,) € C", P =[] (X — A;). On suppose P € Z [X].
i=1

n
Montrer, si ¢ € N*, que P, = [] (X — \!) appartient a Z [X].

i=1
¢) Soit P dans Z[X] unitaire dont les racines complexes sont de modules < 1.
Montrer que les racines non nulles de P sont des racines de I'unité.

Exercice 53 Mines-Ponts MP [ 02699 ] [correction]

Soient A et B dans M, (K) (K =R ou C).

a) Comparer SpB et Sp’B.

b) Soit C' € M,,(K). Montrer que s’il existe A pour lequel AC = AC, alors

ImC C ker(A — A,,).

¢) Soit A une valeur propre commune & A et B. Montrer qu'’il existe C € M, (K),
C # 0, telle que AC =CB = \C.

d) On suppose existence de C' € M,,(K) avec rgC = r et AC = CB. Montrer que
le PGCD des polynoémes caractéristiques de A et B est de degré > r.

e) Etudier la réciproque de d).

Exercice 54 [03083] [correction]
Soit A € M,,(R) telle que SpA C R*.
Montrer

detA>0

Exercice 55 [o03121] [correction]
Soient A, B € M,,(C). Etablir

xa(B) € GL,(C) & SpANSpB =)

Exercice 56 Centrale MP [03213] [correction]
Soient n > 2 et f € L(C™) endomorphisme de rang 2.
Déterminer le polynéme caractéristique de f en fonction de trf et trf2.
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Calcul de polynéme caractéristique

Exercice 57 [oo07s2] [correction]
Calculer le polynéme caractéristique de la matrice

0 1 0
0 0 1
ap ar - Gpo

Exercice 58 [o07s84 ] [correction]

Soient
0 1 0
An = 1 E E € Mn((c) et Pn(x) = det(An - ‘TI")
0 1 0

a) Montrer que
P, (x) = —xP,_1(z) — Py_2(x)

Calculer Py(x) et Pa(x).

b) Pour tout = € |—2,2[, on pose z = —2cos o avec « € |0, w[. Montrer que

sin((7.z + 1a)

Pn(x> =

¢) En déduire que P,(x) admet n racines puis que A, est diagonalisable.

Exercice 59 [o0785 ] [correction)]

Soient ay, ..., a, € C* deux & deux distincts.
On pose
0 ao
P(z) = det(A+al,) avec A= | 0
ar - Gpy

a) Calculer P(a;).

Qn

b) Justifier que P est un polyndéme unitaire de degré n.
¢) Former la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle

d) En déduire le déterminant de A + I,,.

Existence de valeur propre sur C

Exercice 60 [007s86] [correction]

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie.

a) Justifier que tout endomorphisme de E posséde au moins une valeur propre
b) Observer que I’endomorphisme P(X) — (X — 1)P(X) de C[X] n’a pas de
valeurs propres.

Exercice 61 [00787] [correction]
Soient A, B € M,,(C) vérifiant AB = BA.
Montrer que A et B ont un vecteur propre en commun.

Exercice 62 [o07ss8 ] [correction)]

Montrer que A, B € M,,(C) ont une valeur propre en commun si, et seulement si,
il existe U € M,,(C) non nulle vérifiant UA = BU.

Exercice 63 Centrale MP [ 02441 ] [correction]
Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie non nulle, u,v dans L(E) et a,b
dans R. On suppose

uov—vou=au-+ bv

a) On étudie le cas a = b= 0.

Montrer que u et v ont un vecteur propre en commun.
b) On étudie le cas a # 0, b = 0.

Montrer que u est non inversible.

Calculer 4™ ov — v o u™ et montrer que u est nilpotent.
Conclure que u et v ont un vecteur propre en commun.
¢) On étudie le cas a,b # 0.

Montrer que u et v ont un vecteur propre en commun.
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Exercice 64 X MP [02868] [correction]

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie non nulle, (a,b) € C2, f et g
dans L(E) tels que fog—go f =af + bg.

Montrer que f et g ont un vecteur propre commun.

Eléments propres et diagonalisabilité d’une matrice

Exercice 65 [00789] [correction]

Soient « € Ret A= ( cosar mama ) € My(K) et
sinae  cos«
CoSs & sin «v
= ( . S MQ(K)
sina —cosa

a) On suppose K = C. La matrice A est-elle diagonalisable ?
b) On suppose K = R. La matrice A est-elle diagonalisable ?
¢) Mémes questions avec B.

Exercice 66 [ 00790 ] [correction]
Soient a,b,c € R.

0 —-b c
M = a 0 —c
—a b 0

est-elle diagonalisable sur R ? sur C?

Exercice 67 [oo0791 ] [correction]
Parmi les matrices élémentaires E; ; de M,,(K), lesquelles sont diagonalisables ?

Exercice 68 [o00792] [correction]
Soient a,b € R* tels que |a| # |b] et

a b a b
b a b a

A=]| a b a b | € Man(R) (avec n > 2)
b a b -+ «a

a) Calculer rg(A). En déduire que 0 est valeur propre de A et déterminer la
dimension du sous-espace propre associé.

b) Déterminer deux vecteurs propres non colinéaires et en déduire que A est
diagonalisable.

Exercice 69 Mines-Ponts MP [ 02703 ] [correction]
Diagonaliser les matrices de M, (R)

1 1
0 0 1 0 0
. . et
0 0 1
1 11 0 .. 0
1 1

Exercice 70 Mines-Ponts MP [ 02704 ] [correction]
Valeurs propres de la matrice de M,,(R)

11 1
11 (0)
1 (0) 1

Exercice 71 Mines-Ponts MP [ 02705 ] [correction]

a b - b b .- b a
Soit a, b deux réels, A = b a o |leB=| " ¢ b
b b a b b

Réduire ces deux matrices.

Exercice 72 Mines-Ponts MP [ 02706 ] [correction]
On pose

a’> ab ab b2
ab a®> b ab
ab b* a® ab
b> ab ab a?

M(a,b) =

pour tous a, b réels.

a) Ces matrices sont-elles simultanément diagonalisables ?

b) Etudier et représenter graphiquement I’ensemble des (a,b) € R? tel que
M (a,b)™ tend vers 0 quand n tend vers oo.
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Exercice 73 Centrale MP [o01557] [correction]

Soient (a1,...,a2,) € C* et A = (a;;)1<i,j<on la matrice de My, (C) définie par :

(0) _ G2q
A:A(al,...,agn): Lt
aq (0)

autrement dit telle que a; ; =0sii+j #2n+ 1 et a;,2n41—i = A2n4+1—i POUr
t=1,...,2n.
a) Etude du cas n = 2 avec le logiciel de calcul formel : créer la matrice

(0) d
A= Aa,b,c,d) =
a (0)

et étudier le caractére diagonalisable de A « en situation générale ».

Etudier séparément avec le logiciel les cas particuliers non envisagés en situation
générale.

Vérifier tous les résultats par un étude directe

b) Soient u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E et F,. .., F}, des
sous-espaces vectoriels stables par u tels que

E:Fl@...@Fp

Démontrer une condition nécessaire et suffisante pour que u soit diagonalisable,
faisant intervenir les restrictions u;p,, ..., u;r, (ol la restriction u;r, est
considérée comme endomorphisme de Fj;).

¢) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice
A(ay,...,a2,) soit diagonalisable.

d) Comment les résultats sont-ils modifiés si la matrice A est réelle et qu’on
étudie si elle est diagonalisable dans Mo, (R) ?

Exercice 74 [o03123] [correction]
Monter que la matrice suivante est diagonalisable

0o 1 (0)

A= n—1 "-. - € M;+1(C)

(indice : on pourra interpréter A comme la matrice d'un endomorphisme de
Cn [X])

Exercice 75 X PSI [03255] [correction]
Soit
0 (b)

M, = € M, (C)
(a) 0

A quelle condition la matrice M, est-elle diagonalisable ?
Déterminer alors une base de vecteurs propres

Exercice 76 [03283] [correction)]
a) Exprimer le polynoéme caractéristique de la matrice

0 1 0
M=

0 0 1

ap ap - Ap-1

en fonction du polynéme P(X) = X" — (a1 X" 1+ + a1 X + ag).

b) Soit A une racine de P. Déterminer le sous-espace propre de M associé a la
valeur propre .

c¢) A quelle condition la matrice M est-elle diagonalisable ?

Diagonalisabilité des matrices de rang 1

Exercice 77 [00793] [correction)]
Soit A € M,,(C) telle que rgA = 1.
Etablir : A diagonalisable si, et seulement si, trA # 0.

Exercice 78 [00794] [correction)]
Soient X,Y € M, 1(K) non nuls.
A quelle condition la matrice X'Y est-elle diagonalisable ?
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Exercice 79 Centrale MP [ 02391 ] [correction]
Soient K un sous-corps de C et

J=|: D € Ma(K)
1 -+ 1

Montrer que J est diagonalisable.

Exercice 80 Mines-Ponts MP [ 02702 ] [correction]
Soit (a1,...,a,) € C". La matrice (a;a;)1<i,j<n est-elle diagonalisable ?

Etude de matrices diagonalisables

Exercice 81 [00796] [correction]
Montrer que si A est diagonalisable alors A ’est aussi.

Exercice 82 [o01673] [correction]
Soient A € GL,(K) et B € M,,(K).
On suppose la matrice AB diagonalisable. Montrer que BA est diagonalisable.

Exercice 83 [o00797 ] [correction]

Soient A; € M, (K), Ay € My(K) ct A € My ,(K) définic par A = < A O >

O A,
Montrer que A est diagonalisable si, et seulement si, A; et Ay le sont.

Exercice 84 [00798] [correction]

. o I,
SmentAEMn(K)etB—(A o )

a) Etudier les valeurs propres de B en fonction de celles de A.
b) On suppose A diagonalisable. B est-elle diagonalisable ?

Exercice 85 Centrale PC [03113] [correction]
a) Soit D € M,,(C). Déterminer U'inverse de

I, D
O, I,

b) Soient A, B € M,,(C) diagonalisables telles que SpA N SpB = ().
Montrer que pour tout matrice C' € M,,(C), les matrices suivantes sont semblables

A CN (A O
o, B)%\o, B

Exercice 86 [02453] [correction]
Soient A, B € M,,(R) avec B diagonalisable.
Montrer
AB® = B’A= AB = BA

Exercice 87 [03122] [correction)]
Soient p,q € N* et A, B, M € M, (C) avec A, B diagonalisables. Montrer

APMBY =0, = AMB = O,,

Eléments propres et diagonalisabilité d’un endo-
morphisme

Exercice 88 [00799] [correction]
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie F.
On suppose que

Im(u — Idg) NIm(u + Idg) = {0}

Montrer que u est diagonalisable.

Exercice 89 [00s00] [correction]

Soit E = R,, [X]. Pour P € E, on pose p(P) =P — (X +1)P".

a) Justifier que ¢ définit un endomorphisme de R,, [X].

b) Déterminer les valeurs propres de @ et justifier que ¢ est diagonalisable.

Exercice 90 [oo0so01 ] [correction]

Montrer que 'application f: P(X) ~ (X2 —1)P"(X) + 2X P'(X) est un
endomorphisme de l'espace vectoriel réel E = R,, [X]. Former la matrice de f
relative a la base canonique de E. En déduire la diagonalisabilité de f ainsi que
ses valeurs propres et la dimension des sous-espaces propres associés.
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Exercice 91 [o00802] [correction]
Soient E = R,, [X] et deux réels a # b. Pour P € E, on pose

o(P)=(X —a)(X —b)P —nXP

a) Montrer que ¢(P) € E puis que ¢ est un endomorphisme de E.

b) Déterminer les valeurs propres de ¢ et en déduire que ¢ est diagonalisable.

Exercice 92 [00803] [correction]
L’endomorphisme ¢ de M,,(R) défini par

(M) = M + tr(M).I,

est-il diagonalisable ?

Exercice 93 [00804 ] [correction]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, f € L(E) et F € L(L(E))
définie par F(u) = f ou.

a) Montrer que f est diagonalisable si, et seulement si, F' U'est.

b) Montrer que f et F' ont les mémes valeurs propres.

¢) Soit A une valeur propre de f. Etablir dim E)\(F) = dim E x dim E)(f).

Exercice 94 [03015] [correction]

Soient E un espace vectoriel de dimension finie, un projecteur fixé de E et
F: L(E) — L(E) définie par F: f — 2 (fop+po f).

a) F est-elle linéaire ?

b) F est-elle diagonalisable ?

¢) Quelle est la dimension des sous-espaces propres associés ?

Exercice 95 Mines-Ponts MP [ 02718 ] [correction]

Soit A € R[X], B € R[X] scindé a racines simples de degré n + 1. Soit ®
Pendomorphisme de R, [X] qui & P € R[X] associe le reste de la division
euclidienne de AP par B. Déterminer les éléments propres de ®.
L’endomorphisme & est-il diagonalisable ?

Exercice 96 Mines-Ponts MP [ 02722 ] [correction]
Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie, f € L(F) tel que f? = f.
Etudier les éléments propres et la diagonalisabilité de I’endomorphisme

u fu—uf de L(E).

Exercice 97 Mines-Ponts MP [ o02717] [correction]
Dans R3 euclidien, on considére deux vecteurs a et b, et on pose
f(z) =an (bAx). A quelle condition, f est-elle diagonalisable ?

Exercice 98 Mines-Ponts MP [ 02723 ] [correction]

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie et f € L(E). On définit
TeL(E)— L(E)parT(g)=fog—gof.

Montrer que si f est diagonalisable, alors T est diagonalisable; si f est nilpotente,
alors T est nilpotente.

Etude d’endomorphismes diagonalisables

Exercice 99 [ 00805 ] [correction)]
Soient f, g endomorphisme d’un K-espace vectoriel £ de dimension finie.
On suppose que f est diagonalisable. Montrer :

fog=go f< chaque sous-espace propre de f est stable par g

Exercice 100 [00806 ] [correction]

Soit v un endomorphisme d’'un C-espace vectoriel E de dimension finie
diagonalisable.

Montrer qu’il existe un endomorphisme u de E qui soit un polynéme en v et qui
vérifie u? = v.

Exercice 101 [o00807 ] [correction]
Soit f un endomorphisme d’un C-espace vectoriel E ayant la propriété.

« Tout sous-espace vectoriel stable par f admet un supplémentaire stable »

Montrer que f est diagonalisable.

Exercice 102 [00808 ] [correction]

Soit f un endomorphisme diagonalisable d’un K-espace vectoriel E de dimension
n.

On note Cy I’ensemble des endomorphismes qui commutent avec f.

a) Montrer que Cy est un sous-espace vectoriel de L(E).
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b) Montrer qu'un endomorphisme g appartient a Cy si, et seulement si, chaque Applications de la diagonalisabilité
sous-espace propre de f est stable par g.

c) En déduire que Exercice 107 [o0811 ] [correction]

dimCr= > o} 2 1 1
AESP(f) Calculer A™ pour A = 1 2 1
ou a) est 'ordre de multiplicité de la valeur propre . 1 1 2

d) On suppose que les valeurs propres de f sont simples. Montrer que
(Id, f,..., f*1) est une base de Cy.

Exercice 108 [oos12 ] [correction]

Exercice 103 [ 00809 ] [correction] Soit A — ( cosf 2sinf )

Soit f un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel ¥ de dimension n admettant n Sing cosf )°

valeurs propres distinctes. a) Déterminer deux réels a, 3 tel que A% = oA + BI,.
a) Montrer qu’il existe un vecteur a € E tel que (a, f(a),..., f""1(a)) est base de b) Calculer A™ pour n > 1.

E.

b) Quelle est la forme de la matrice de f dans cette base ?

Exercice 109 [o0s813] [correction]

Exercice 104 [o00810] [correction] 1 3 0
Soient D = diag(A1,...,A\n) et ¢ : M — DM — M D endomorphisme de M, (K). a) Déterminer les valeurs propresde A= 3 -2 -1
a) Calculer ¢(F; ;) ou E; ; désigne la matrice élémentaire d’indice (¢, j) de 0 -1 1
M, (K). b) Combien y a-t-il de matrice M telle que M? = A dans M,,(C)? dans M,,(R)?
Quelle particularité présente la matrice de ¢ relativement a la base canonique de
M, (K)?
b) Soit f un endomorphisme diagonalisable d’un K-espace vectoriel E de Exercice 110 [o0s14] [correction]
dimension finie. Soit
’ i : ou—uo -il di i ?
L’endomorphisme ¢ : u+— fou—wuo f de L(E) est-il diagonalisable Ao < ? 2 ) € My(R)

Exercice 105 X MP [02675] [correction] a) Diagonaliser la matrice A en précisant la matrice de passage P

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. b) Soit M € Ms(R) une matrice telle que M2 + M = A
Déterminer les f € L(E) tels que tout sous-espace vectoriel de E stable par f Justifier que la matrice P~ MP est diagonale

posséde un supplémentaire stable. c¢) Déterminer les solutions de I’équation M2 + M = A.

Exercice 106 Centrale PSI [01324] [correction]

Soient E = S3(R), A = ( “ Z ) € My(R) et @ : So(R) — Sp(R) définie par Exercice 111 [o0s15 ] [correction]
¢ Soit pour n > 2 la matrice
®(S) = AS +'AS
01 0 O
a) Déterminer la matrice de ® dans une base de E. i
b) Quelle relation existe-t-il entre les polynémes caractéristiques xo et xa 7 J= 0 0
c¢) Si ® est diagonalisable, la matrice A I'est-elle ? 0 1
d) Si A est diagonalisable, ’endomorphisme ® 'est-il ? 10 0
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a) Montrer que la matrice J est diagonalisable dans M,,(C)
b) Application : calculer

agp ay T Gp—1
Ap—1
ai
ai T Qp-1 ao

Exercice 112 Mines-Ponts MP [ 02692 ] [correction)]
1 2 3 1 3 2

Les matrices 3 1 2 et 2 1 3 sont-elles semblables ?
2 31 3 21

Exercice 113 X MP [02980] [correction]
Soit ¢ une application de My(C) vers C vérifiant :

VA, B € Ms(C), o(AB) = p(A)p(B) ct ( Ao

0 1 > = \. Montrer que ¢ = det.

Exercice 114 Centrale PC [ 01279 ] [correction]

a) Démontrer que, si deux endomorphismes u et v d’un espace vectoriel E
commutent, alors, les sous-espaces

propres de u et I'image de u sont stables par v.

Dans les deux cas suivants :

20 12 -4 12 12 —16 -8 -4
4 -3 9 -5 4 13 1 -1
A= 4 1 5 5 |t4=| 4 5 9 _1
8 —10 6 -2 8 10 2 6

b) Préciser les matrices qui commutent avec A (structure, dimension, base
éventuelle).
¢) Etudier dans My(R), puis dans M4(C), I’équation

X?2=A

(nombre de solutions, un exemple de solution quand il y en a, somme et produit
des solutions quand elles sont en nombre fini).

Exercice 115 [03145] [correction]
Soit G un sous-groupe de (GL,(R), x) vérifiant

VM e G, M? =1,

a) Montrer que G est commutatif.
b) En déduire que les éléments de G sont codiagonalisables.
¢) En déduire

CardG < 2"

d) Application : Montrer que s’il existe un isomorphisme entre (GL,(R), X) et
(GLn(R), x) alors n = m.

Exercice 116 CCP MP [03215] [correction]
Soit A € M3(R) telle que

SpA = {-2,1,3}
a) Exprimer A™ en fonction de A%, A et I3.

b) Calculer
+“34A2n

ch(4) =)~ i

n=0

Exercice 117 [o03252] [correction]

Soit f un endomorphisme d’un R-espace vectoriel E de dimension n possédant
exactement n valeurs propres.

a) Déterminer la dimension des sous-espaces propres de f.

b) Soit g un endomorphisme de E vérifiant g2 = f. Montrer que g et f commutent.
En déduire que les vecteurs propres de f sont aussi vecteurs propres de g.

c¢) Combien y a-t-il d’endomorphismes g de E solutions de I’équation

P =Ff

Exercice 118 X MP [03270] [correction]
a) Déterminer les entiers k pour lesquelles ’équation

i 4 okt _ 1

admet au moins une solution 6 € R.
b) Soit Sy I'ensemble des suites réelles u telles que

Vn € Ny tp gk = Un + Unyp—1

A quelle condition sur k, Sy contient-il une suite périodique non nulle.
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Exercice 119 [ 03276 ] [correction]
On considére trois suites réelles (un)n>0, (Vn)n>0 €t (Wy)n>o vérifiant

Up1 = —Up + Uy + Wy
Un4+1 = Up — Up + wy,

Wp4+1 = Unp + Up — Wy

A quelle condition sur (ug,vo,wp), ces trois suites sont-elles convergentes ?

Trigonalisation

Exercice 120 [ 00816 ] [correction]
Montrer qu’une matrice triangulaire inférieure est trigonalisable.

Exercice 121 [00817] [correction]

Soit A € M,,(K). On suppose x4 scindé.
a) Justifier que A est trigonalisable.

b) Etablir que pour tout k € N,

Sp(A*) = {X}/) € Sp(4)}

Exercice 122 [ 00818 ] [correction]
Soit A € M,,(C) de polyndéme caractéristique

(X =)

n

~
—

Déterminer une matrice de polyndéme caractéristique

[Tex -

1=

—

Exercice 123 [o00819 ] [correction]
Montrer que pour tout A € M,,(C), det(exp(A)) = exp(trA).

Exercice 124 [03120] [correction]
Soient A € M,,(K) et P € K[X].
On suppose le polynéme caractéristique de A de la forme

=

xa(X)=(=D" || (X =)

=~
Il
_

Exprimer le polynéme caractéristique de P(A).

Exercice 125 [ 00820 ] [correction]

Soit
2 -1 -1
A= 2 1 =2
3 -1 =2

a) Calculer le polynome caractéristique de A.
b) Trigonaliser la matrice A.

Exercice 126 [ 00821 ] [correction]

Soit
0O 1 1
A= -1 1 1
-1 1 2

a) Calculer le polynoéme caractéristique de A.
b) Trigonaliser la matrice A.

Exercice 127 Centrale MP [ 02389 ] [correction]

a) Soit A et B dans My(K) telles que AB = BA. Montrer que soit B € K [4], soit
AeKIB].

b) Le résultat subsiste-t-il dans M3(K)?

Exercice 128 Centrale MP [ 02395 ] [correction]

Soit E un espace vectoriel complexe de dimension finie non nulle. Soient u et v
des endomorphismes de E; on pose [u,v] = uv — vu.

a) On suppose [u,v] = 0. Montrer que u et v sont cotrigonalisables.

b) On suppose [u,v] = Au avec A € C*. Montrer que u est nilpotent et que u et v
sont cotrigonalisables.

¢) On suppose existence de complexes « et § tels que [u,v] = au + Sv. Montrer
que u et v sont cotrigonalisables.
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Exercice 129 X MP [02954] [correction]
Soit A € M,,(C) telle que tr(A™) — 0 quand m — +oo.
Montrer que les valeurs propres de A sont de module < 1

Exercice 130 [ 03284 ] [correction]

Soient A, B € M,,(C) vérifiant AB = O,,.

a) Montrer que les matrices A et B ont un vecteur propre en commun.
b) Etablir que A et B sont simultanément trigonalisable

Polyn6éme annulateur, polynéme minimal

Exercice 131 [o02916 ] [correction]
Soit M € M,,(K) une matrice triangulaire par blocs de la forme

M_(g g) avec A € M,(K) et B € M, (K)

On suppose connus deux polynomes P et @) € K[X] annulateurs de A et B
respectivement.
Exprimer en fonction de P et @ un polynéme annulateur de M.

Exercice 132 [o00822] [correction]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et v € L(E).

Justifier Pexistence d’un entier p > 0 tel que la famille (Id, u, ..., u?) soit liée.
En déduire que u posséde un polynéme annulateur non nul.

Exercice 133 [o00823] [correction]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E) tel que les espaces
ker(u o (u — Id)) et ker(u o (u + Id)) soient supplémentaires.

Montrer que u est une symétrie vectorielle.

Exercice 134 [o00824 ] [correction]

Soient © un endomorphisme d’un K-espace vectoriel admettant un polynéme
minimal II,, et P € K[X].

Montrer que P(u) est inversible si, et seulement si, P et IT, sont premiers entre
eux.

Observer qualors P(u)~! € K [u].

Exercice 135 [00825 ] [correction]

Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E).

On suppose qu’il existe deux sous-espaces vectoriels supplémentaires F' et G
stables par u.

Etablir que II,, = ppem(IL,,,., L, ) (en notant II, le polynéme minimal d’un
endomorphisme v).

Exercice 136 [ 00826 ] [correction]

Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel F.

Si u admet un polynéme minimal IT,, et si F' est un sous-espace vectoriel stable
par u alors montrer que up admet un polynéme minimal et que celui-ci divise II,,.

Exercice 137 [ 00827 ] [correction]
Montrer qu'une matrice A € M,,(K) de polynéme minimal (X — 1)? est semblable
& une matrice diagonale par blocs avec des blocs diagonaux de la forme (1) ou

(o 1)

Exercice 138 [00829 ] [correction]

Soient f et g deux endomorphismes d’'un K-espace vectoriel F tels que
fog—gof=1

a) Montrer que, pour tout entier n > 1, ona f"og—go f* =nf" L

b) En dimension finie non nulle, montrer qu’il n’existe pas deux endomorphismes
fetgtelsque fog—gof=1.

¢) Montrer que dans E = K[X] les endomorphismes f et g définis par f(P) = P’
et g(P) = X P conviennent.

Exercice 139 Centrale MP [ 02393 ] [correction]
Existe-t-il dans M, (R) une matrice de polynéme minimal X2 + 1?

Exercice 140 Mines-Ponts MP [ 02681 ] [correction]
Soit E un espace vectoriel sur K et a un élément non nul de K. Soit f € L(F) tel
que f3 —3af? + a%f = 0. Est-il vrai que ker f et Imf sont supplémentaires ?



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 18 mars 2011

Enoncés

16

Exercice 141 Mines-Ponts MP [ 02708 ] [correction]

a 0 0 b
0 0
0 b
Soit A = a+ b 0 € M27,,+1((C).
0 a
0 . 0
b 0 N
Quels sont les P € C[X] tels que P(A) =07

Exercice 142 Mines-Ponts MP [ 02727 ] [correction]

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie et f € L(F) de polynéme minimal
IT;. Montrer l'existence de z € E tel que {P € C[X]/P(f)(x) = 0} soit
I’ensemble des multiples de I.

Exercice 143 X MP [02986] [correction]

Soient N une norme sur C" et |||| la norme sur M,,(C) qui lui est associée.
Soit A € M,,(C) telle que 1 est valeur propre de A et ||A| < 1.

Montrer que 1 est racine simple du polynome minimal de A.

Exercice 144 X MP [o03073] [correction]

Etant donné F un espace vectoriel de dimension finie, u un endomorphisme de E
et A un scalaire, on dit que A est séparable si le noyau et I'image de u — AId sont
supplémentaires.

a) Montrer que tout scalaire non séparable de u en est une valeur propre.

b) Montrer qu’un endomorphisme scindé est diagonalisable si, et seulement si,
toutes ses valeurs propres sont séparables.

¢) Caractériser la séparabilité d’une valeur propre a I’aide du polynéme minimal
de wu.

d) Soit, avec ces notations, 'endomorphisme m de £(F) qui & v associe u o v.
Comparer ’ensembles ses scalaires séparables relativement a m avec celui des
scalaires séparables relativement a u.

Exercice 145 X MP [01353] [correction]

Soient E un K-espace vectoriel et u € L(F) nilpotent. On suppose qu'il existe
P e K[X] tel que P(u) =0. Si @ € K[X], existe-t-il R € K[X] tel que
R(Q(u)) =07

Exercice 146 [02442 ] [correction]
Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel F de dimension quelconque.
On suppose qu'il existe un polynéme annulateur P de f vérifiant

P(0) =0 et P'(0) #0

Montrer que 'image et le noyau de f sont supplémentaires dans FE.

Exercice 147 [o03277] [correction]
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel.
On suppose qu’il existe un polynéme annulateur de u dont 0 est racine simple.
Montrer
ker u = ker u?

Polynomes annulateurs et valeurs propres

Exercice 148 [00830] [correction]
Soit P un polynoéme annulateur d’un endomorphisme f.
Montrer que si A est valeur propre de f alors P(\) = 0.

Exercice 149 [00831] [correction] )
Pour f € F(R,R), on note f : x — f(—x). L’application ¢ : f + f est clairement
un endomorphisme involutif de F(R,R). Quelles en sont les valeurs propres ?

Exercice 150 [o00832] [correction]

Soit T': R[X] — R[X] 'endomorphisme défini par T'(P) = P(1 — X).
a) Montrer que T est un automorphisme.

b) Déterminer valeurs propres de T'.

Exercice 151 [00833] [correction]

Montrer que si un endomorphisme u d’un K-espace vectoriel £ admet un
polynéme minimal II,, alors les valeurs propres de u sont exactement les racines
de son polynéme minimal.

Exercice 152 Mines-Ponts MP [ 02715 | [correction]
Trouver les M de M,,(R) telles que ‘M = M? et que M n’ait aucune valeur
propre réelle.
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Exercice 153 [00783] [correction]
Soit A € M,,(C) nilpotente.

a) Calculer x 4.

b) Méme question avec A € M, (R).

Théoreme de Cayley Hamilton

Exercice 154 [ 00834 ] [correction]
a b
c d ) S MQ(K)

Déterminer un polynéme annulateur de A = (

Exprimer A1 lorsque celle-ci existe.

Exercice 155 [00835 ] [correction]
)\1 *

Soit A € € M, (K).

0 An
Montrer que (X — A1) ... (X — A,) est annulateur de A.

Exercice 156 [ 03019 ] [correction]
Soit w un automorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie n € N*.
Montrer que u ! est un polyndme en w.

Exercice 157 [ 00836 ] [correction]

Soit f un endomorphisme d’un C-espace vectoriel E de dimension n. On suppose
que f possede une unique valeur propre A.

a) A quelle condition I’'endomorphisme est-il diagonalisable ?

b) Calculer le polyndme caractéristique de f.

¢) Justifier que 'endomorphisme f — AId est nilpotent.

Exercice 158 [00839 ] [correction]

Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension n.

On suppose qu’il existe 2 € E et N € N tels que (x, f(x),..., fN~1(x)) soit une
famille génératrice de E.

a) Montrer que la famille (z, f(x),..., f*~1(x)) est une base de E.

b) Démontrer que les endomorphismes commutant avec f sont les polyndmes en f.

Exercice 159 [00840 ] [correction]

Soient A, B, M € M,,(C) telles que AM = M B avec M # O,
a) Montrer que pour tout P € C[X], on a P(A)M = MP(B).
b) Montrer que A et B ont une valeur propre en commun.

Exercice 160 Mines-Ponts MP [ 02667 ] [correction]
Montrer qu'’il existe (ag,...,an,—1) € R™ tel que :

n—1

VP € Ry 1 [X],P(X +n)+ > apP(X +k)=0
k=0

Exercice 161 Centrale MP [ 03114 ] [correction]

Dans cet exercice, n est un entier supérieur ou égal a deux et ¢ un nombre
complexe non nul tel que pour tout k € Z*, ¢* # 1. On considére également une
matrice A € M,,(C).

1. On suppose qu'il existe M € GL,,(C) telle que

M—YAM = gM

On notre x4 le polynéme caractéristique de A. Déterminer une relation entre

xa(X) et xa (%)

En déduire que A est nilpotente.

2. Cette question est a résoudre a ’aide du logiciel de calcul formel.
Dans cette question, on suppose que ¢ = 2 et que A est donnée par :

01 0 001
001 0O0O0
0001 0O
A= 000010
00 0 001
00 0 0 O0O

a) Déterminer les matrices M € Mg(C) vérifiant
AM =2MA

b) Que dire de 'ensemble des matrices M ainsi obtenues ?
c¢) Déterminer les matrices M € GLg(C) vérifiant

M~YAM =2A
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Exercice 162 Centrale PC [03185] [correction]

a) Soit u un endomorphisme inversible d’un K-espace vectoriel E de dimension
finie.

Montrer qu’il existe un polynome @ € K [X] vérifiant

b) Soit u 'endomorphisme de K[X] qui envoie le polynéme P(X) sur P(2X).
Montrer que u est un automorphisme et déterminer ses éléments propres.
Existe-t-il @ € K[X] tel que

Calcul de polynéme minimal

Exercice 163 [ 00841 ] [correction]

SoitA(l 1

0 1 ) Déterminer p4.

Exercice 164 |[o0842 ] [correction]
Soit
0 1
M= € M,(R) avec n > 2
1 0
a) Montrer que M est diagonalisable.

b) Déterminer le polynéme minimal de M.
¢) Calculer MP pour p € N.

Exercice 165 [00843] [correction]
Soit @ un réel. Pour M € M,,(R), on pose

L(M) = aM + tr(M)]I,

a) Montrer que L est un endomorphisme de M, (R), trouver ses éléments propres
et son polynéme minimal.
b) Pour quels a, L est-il un automorphisme ? Trouver son inverse dans ces cas.

Exercice 166 [ 00845 ] [correction]

Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel F de dimension n.

a) On suppose que f est diagonalisable. A quelle condition existe-t-il un vecteur
x € E tel que la famille formée des vecteurs x1 = x, 2o = f(x1),..., Tn = f(Tn-1)
forme une base de E'?

b) On ne suppose plus f diagonalisable mais on suppose l'existence d’une base
(z1,22,...,2,) de E du type précédent. Déterminer le commutant de f. Quel est
le polynéme minimal de f 7

Exercice 167 Mines-Ponts MP [ 02710 [correction]

010
Onpose A= 1 0 1 |.Quedire de cette matrice? Sans la diagonaliser,
010

déterminer son polynoéme caractéristique, son polynéme minimal, calculer A* pour
k € N et évaluer exp(A).

Exercice 168 Mines-Ponts MP [ 02707 ] [correction]

Soient a,b € R, b # 0 et A € M, (R) la matrice dont les éléments diagonaux
valent a et les autres valent b. A est-elle diagonalisable ? Quelles sont les valeurs
propres de A? Quel est le polyndome minimal de A? Sous quelles conditions sur a
et b, A est-elle inversible ? Lorsque c’est le cas trouver 'inverse de A.

Exercice 169 Mines-Ponts MP [ 02701 | [correction]

0 a a?
Soit a € R* et A = 1/a 0 a
1/a®> 1/a 0

a) Calculer le polynéme minimal de A.
b) La matrice A est-elle diagonalisable ? Si oui, la diagonaliser.
¢) Calculer e?.

Exercice 170 Mines-Ponts MP [ 02711 ] [correction]

0 0 O
Soit A= 0 0 1 |,dans M3(R). Déterminer le polynéme caractéristique
0 -1 0

et le polyndme minimal de A. Calculer exp A et exp(A) exp(*A).
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Exercice 171 Mines-Ponts MP [ 02712 ] [correction]

I &

Soit A = j 4% 1 |.Etudier la diagonalisabilité de A, déterminer les
.2 .
g1y

polyndémes minimal et caractéristique de A, calculer exp A. Proposer une
généralisation en dimension n.

Diagonalisabilité et polynéomes annulateurs

Exercice 172 [00846 ] [correction]
Montrer qu’une matrice de permutation est diagonalisable.

Exercice 173 [ 00847 ] [correction]

Soit A = ( ?I" é” ) € Mo, (K). Calculer A2.

Selon que K = R ou C dire si la matrice A est, ou non, diagonalisable.

Exercice 174 [ 00848 ] [correction]
Soit n € N* et A € M2, (C) définie par blocs :

o -1,
(3
a) Calculer A2

b) La matrice A est-elle diagonalisable ? Déterminer les valeurs propres de A et les
dimensions de ses espaces propres ?

Exercice 175 [00849 ] [correction]
Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E
vérifiant

f*=af

Montrer que la trace de f est un entier pair.

Exercice 176 [ 00850 ] [correction]
Soit A € M, (R) telle que A3 — A2+ A —1 = O.
Montrer que det(A4) = 1.

Exercice 177 [o0851 ] [correction]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n € N et p € L(E) tel que p? soit un
projecteur.

a) Quelles sont les valeurs propres possibles pour p?

b) Montrer que p est diagonalisable si, et seulement si, p* = p.

Exercice 178 [00852] [correction]
Soient E un espace vectoriel de dimension 3 et f un endomorphisme de E vérifiant

f4:f2

On suppose que 1 et —1 sont valeurs propres de f. Montrer que f est
diagonalisable.

Exercice 179 Mines-Ponts MP [ 02714 ] [correction]
Soit A € M, (R) tel que A® + A% + A = 0. Montrer que rgA est pair.

Exercice 180 Mines-Ponts MP [ 02716 ] [correction]
M*+M+1,=0

Résoudre dans M,,(R) le systéme { EAVIM = MM

Exercice 181 [03030] [correction]
Soient P € M,,(R) une matrice de projection et ¢ 'endomorphisme de M, (R)
défini par

o(M) = PM + MP

Montrer que 'endomorphisme ¢ est diagonalisable

Exercice 182 Mines-Ponts MP [ 02720 ] [correction]
Soit n € N*, u € L(R?"*1). On suppose u® = u, tru = 0 et tru? = 2n. On note

C(u) = {v e LR Juv = vu}

a) Calculer la dimension C'(u).
b) Quels sont les n tels que C(u) =R [u]?
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Exercice 183 Mines-Ponts MP [ 02721 ] [correction]

Soit A € M, (R). On pose f4(M) = AM, pour toute matrice M € M, (R).
a) Montrer que si A2 = A alors fa est diagonalisable.

b) Montrer que f4 est diagonalisable si, et seulement si, A est diagonalisable.

Exercice 184 Centrale MP [00853] [correction]

Soit A € M,,(C). On pose f(M) = AM pour toute M € M,,(C).
a) L’application f est-elle un endomorphisme de M,,(C)?

b) Etudier I’équivalence entre les inversibilités de A et de f.

¢) Etudier ’équivalence entre les diagonalisabilités de A et de f.

Exercice 185 X MP [o0838] [correction]
Soit A € My(Z) vérifiant :
dn € N*, A" = IQ

Montrer que A'2 = I,.

Exercice 186 X MP [o02652] [correction]
On fixe n € N* et on note

E,={Ae M,(Z)/Fm e N*,A™ =1,}
Pour A € F,, on pose
w(A) = min{m e N*/A™ =I,,}

Montrer que w(E,,) est fini.

Exercice 187 [03138] [correction]
Soit

avec A € M, (R).

a) Montrer que

VP € R[X], P(M) = ( P(4) AP'(4) )

0 P(A)

b) Enoncer une condition nécessaire et suffisante pour que M soit diagonalisable.

Exercice 188 [03281 ] [correction]

Soit N
B
u=(5 %)

avec A, B € M, (R) vérifiant AB = BA
a) Montrer que

VP € R[X], P(M) = < p(4) P(A)B )

0 P(A)

b) Enoncer une condition nécessaire et suffisante sur A et B pour que M soit
diagonalisable.

Exercice 189 [02953] [correction]
Déterminer les couples (4, B) € M,,(R)? tels que

(63)

est diagonalisable.

Exercice 190 [ 03027 ] [correction]
Trouver les matrices M € M,,(C) vérifiant M5 = M? et tr(M) = n.

Exercice 191 [ 03028 ] [correction)]
Soient «, 5 € K et u, v, f trois endomorphismes d’un K-espace vectoriel E de

dimension finie vérifiant
f=au+pv

f2 —_ 042U+62’U
f3 _ 043u+,33v

Montrer que f est diagonalisable.

Exercice 192 Mines-Ponts PC [ 00708 ] [correction]
Soit (A4, B,C) € M,,(R)3 tel que

C=A+B,C?>=2A+3Bet C>*=5A+6B

Les matrices A et B sont-elles diagonalisables.
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Exercice 193 Mines-Ponts MP [ 03291 ] [correction]
al) Montrer que, pour z1,...,2, € C avec z; # 0, on a ’égalité

n
D
k=1

si, et seulement si, il existe n — 1 réels positifs as, ..

n

=> Izl

k=1

., oy, tels que
Vk > 2,z = arpz

b) Déterminer toutes les matrices de M,,(C) telles que M™ = I,, et trtM =n

Diagonalisabilité et endomorphisme induit

Exercice 194 [ 00854 ] [correction]

Soit f un endomorphisme diagonalisable d’'un K-espace vectoriel F de dimension
finie.

Montrer que la restriction de f & tout sous-espace vectoriel F' # {0} stable est
diagonalisable.

Exercice 195 [ 00855 ] [correction]

Soit u un endomorphisme diagonalisable d’un K-espace vectoriel F de dimension
finie.

Montrer qu’un sous-espace vectoriel F' non nul est stable par u si, et seulement si,
il possede une base de vecteurs propres de u.

Exercice 196 [ 03038 ] [correction]

Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel pour lequel il existe une base
B=(e1,...,e,) vérifiant u(e;) = e1 et u(ea) = €1 + ea.

L’endomorphisme u est-il diagonalisable 7

Exercice 197 [ 00856 ] [correction]
Soit f Pendomorphisme de R3 dont la matrice est

5 1 -1
2 4 =2
1 -1 3

dans la base canonique.
Déterminer les sous-espaces vectoriels stables par f.

Exercice 198 [00857 ] [correction]

Soient f et g deux endomorphismes diagonalisables d’un K-espace vectoriel E de
dimension finie.

Montrer que f et g sont simultanément diagonalisables si, et seulement si, chaque
sous-espace propre de 'un est stable par 'autre.

Exercice 199 [o0s58 ] [correction]

Soient f et g deux endomorphismes diagonalisables d’'un K-espace vectoriel E de
dimension finie.

Montrer que f et g commutent si, et seulement si, f et g sont simultanément
diagonalisables.

Diagonalisabilité des polynémes en un endomor-
phisme

Exercice 200 [00859 ] [correction]

Soient P € K[X] et v un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension
finie.

a) On suppose que u est diagonalisable, montrer que P(u) 1’est aussi.

b) Que dire de la réciproque ?

Exercice 201 [00860 ] [correction]

Soit f un endomorphisme d’un C-espace vectoriel E tel que f? soit diagonalisable.
a) Par un exemple, montrer que f n’est pas nécessairement diagonalisable.

b) Montrer que si f est aussi diagonalisable alors ker f = ker f2.

c¢) Etablir la réciproque.

Exercice 202 [ 00861 ] [correction]

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie n € N* et uw € L(E).

a) Enoncer un critére de diagonalisabilité en terme de polyndéme annulateur.

b) On suppose u € GL(E). Montrer que u est diagonalisable si, et seulement si, u
lest.

c¢) Généralisation : Soit P € C[X]. On suppose P’'(u) € GL(E)

Montrer que u est diagonalisable si, et seulement si, P(u) Uest.

2
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Exercice 203 [00862 ] [correction]

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et © un endomorphisme de E.
Soit P un polyndéme complexe, on suppose que P(u) est diagonalisable et que la
valeur prise par P sur toute racine complexe de P’ n’est pas valeur propre de
Pendomorphisme P(u).

Montrer que u est diagonalisable.

Trigonalisabilité et polynéme annulateur

Exercice 204 [ 00864 ] [correction]
Soient A € M,,(C) (n > 3) vérifiant

rgA =2,trA=0et A" # O,

Montrer que A est diagonalisable.

Exercice 205 [ 00866 ] [correction]

Soit A € M,,(C) telle que 0 soit la seule valeur propre de A.
a) Montrer que A™ = 0.

b) Calculer det(A + I,,).

¢) Soit M € GL,,(C) commutant avec A. Calculer det(A + M).
d) Inversement, quelles sont les matrices A vérifiant :

VM € GL,(C), AM = MA = det(A + M) = det M?

Exercice 206 Mines-Ponts MP [ 02713 ] [correction]
Trouver les A de M,,(C) telles que A% —4A% +4A =0et trA = 8.

Exercice 207 Mines-Ponts MP [ 02724 ] [correction]
Soit A une matrice carrée réelle d’ordre n. Montrer que A est nilpotente si, et
seulement si, pour tout p € [1,n], trA? = 0.

Exercice 208 Mines-Ponts PC [ 01948 ] [correction]
Trouver les matrices M de M,,(R) vérifiant

trM =0 et M3 —4AM? +4M = O,

Exercice 209 [03239] [correction]
Soit f € L(R3) vérifiant

2= f%et dimker(f —1Id) =1
Montrer 'existence d’une base de R? dans laquelle la matrice de f est de la forme
1 00

0 0 avec o € {0,1}
0 0

«
0
Nilpotence

Exercice 210 [00863 ] [correction]

Soit A € M,,(C) une matrice nilpotente.

a) Montrer que A est semblable & une matrice triangulaire supérieure stricte.
b) Le résultat est-il encore vrai pour A € M,,(R)?

Exercice 211 [ 00837 ] [correction]

Soit  un endomorphisme d’un C-espace vectoriel £ de dimension finie.

Montrer que u possede une seule valeur propre si, et seulement si, il existe A € C
tel que u — Aldg soit nilpotent.

Exercice 212 [o00828 ] [correction]
Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, f et g deux endomorphismes
de F vérifiant

fog—gof=1f
a) Calculer
frog—gof"
b) Soit P un polyndéme. Montrer que si P(f) =0 alors f o P'(f) = 0.
c¢) En déduire que f est un endomorphisme nilpotent.

Exercice 213 [ 00865 ] [correction]
Soient E un C-espace vectoriel de dimension n et f € L(E).
a) Montrer que f est nilpotent si, et seulement si,

Sp(f) = {0}
b) Montrer que f est nilpotent si, et seulement si,

V1 < kgn,tr(fk) =0
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Exercice 214 [03031 ] [correction]
Soit A € M,,(C). On considére 'endomorphisme T' de M,,(C) défini par

T(M) =AM — MA

a) On suppose que la matrice A est nilpotente.
Montrer que I’endomorphisme 7" est aussi nilpotent.
b) Réciproque ?

Exercice 215 X MP [00938] [correction]

Soient n € N*, A et B dans M, (C) et A\y,..., A\, \pt1 deux & deux distincts dans
C. On suppose, pour 1 < i <n+ 1, que A+ \;B est nilpotente.

Montrer que A et B sont nilpotentes.

Exercice 216 X MP [03023] [correction]

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E).

On note 7y = {P € C[X]/P(u) =0} et Zo = {P € C[X] /P(u) est nilpotent}.
a) Montrer que Z; et Zy sont des idéaux non nuls de C [X].

On note P; et Py leurs générateurs unitaires respectifs.

b) Etablir un lien entre Py et Ps.

¢) Montrer P'existence de @ € Z, tel que u — Q(u) est diagonalisable

Exercice 217 X PC [03095] [correction]
Soit @ : M2(R) — R vérifiant
VA, B € Ms(R), D(AB) = B(A)B(B) et & < - ) £ &(I)
a) Démontrer que ®(02) = 0.
b) Si A est nilpotente, démontrer que ®(A) = 0.
¢) Soient A € M2(R) et B la matrice obtenue a partir de A en permutant les
lignes de A.
Démontrer que ®(B) = —P(A).
d) Démontrer que A est inversible si, et seulement si, ®(A) # 0.

Exercice 218 Centrale MP [ 01959 ] [correction]
Soit A € M,,(K) une matrice nilpotente non nulle. On appelle indice de
nilpotence de A le nombre entier

Ind(A) = min {k € N*/A* =0}

1. Quelle est la dimension de I’algébre K [A] engendrée par A7

2.a) Soit P € K[X] tel que P(0) = 1. Démontrer que la matrice B = AP(A) est
nilpotente, de méme indice que A.

2.b) En déduire qu'il existe un polynéme @ € K [X] vérifiant Q(0) # 0 et

A= BQ(B).

3. Cette question doit étre traitée avec le logiciel de calcul formel. On consideére la
matrice A € Mg(R) définie par :

V(i,j) € [1,8]°, A[i,j]=1sii=j—1ousii=j—4 et 0sinon

3.a) Vérifier que A est nilpotente et calculer son indice de nilpotence.

3.b) On suppose ici que P =1+ X +2X? + 3X3 et B = AP(A). Déterminer
explicitement un polynoéme @ de coefficient constant non nul tel que A = BQ(B).
Indication : on peut chercher ) de degré strictement inférieur a I'indice de
nilpotence de A.

Exercice 219 Mines-Ponts PC [ 01956 ] [correction]

Soient n > 2 et A= (a;;)1<ij<n € Mn(R) oll a; ;41 =1 pour i € {1,...,n — 1},
les autres coefficients étant nuls.

a) La matrice A est-elle diagonalisable ?

b) Existe-t-il B € M,,(R) vérifiant B2 = A?

Exercice 220 [o1677] [correction)]
Soient A € GL,,(C) et N € M,,(C) nilpotente telles que

AN =NA

Montrer que
det(A+ N) =det A

Exercice 221 Centrale MP [ 00867 ] [correction]

Soit A € M,,(C). On suppose qu’il existe p € N* tel que AP = 0.

a) Montrer que A™ = 0.

b) Calculer det(A + I,,).

Soit M € M,,(C) tel que AM = MA.

c¢) Calculer det(A 4+ M) (on pourra commencer par le cas o M € GL,(C)).
d) Le résultat est-il vrai si M ne commute pas avec A7
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Exercice 222 Mines-Ponts MP [ 02690 ] [correction]

Soit A et B des matrices complexes carrées d’ordre n. On suppose A + 2¥B
nilpotente pour tout entier k tel que 0 < & < n. Montrer que A et B sont
nilpotentes.

Exercice 223 [03253] [correction]
Soient n un entier naturel non nul et £ un C-espace vectoriel de dimension n.
a) Montrer qu’il existe un polynoéme P,, € R[X] vérifiant au voisinage de 0

V1+ax =P, (z)+ O(x")

b) Etablir que X™ divise alors le polynéme P?(X) — X — 1.
¢) Soit f un endomorphisme de F vérifiant f™ = 0.
Montrer qu’il existe un endomorphisme g de E vérifiant

¢ =1dg + f

d) Soit maintenant f un endomorphisme de E ne possédant qu'une valeur propre
A

Montrer que (f — Mdg)” = 0 et conclure qu’il existe un endomorphisme g de E
vérifiant

P =Ff
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

La famille (zo, u(zg), ..., u" *(zg)) constitue une base de E. Soit v € L(E)
commutant avec u. On peut écrire v(zg) = agwo + aru(xg) + -+ + an_1u™ *(zp).
Considérons alors w = agld + a1u + - -+ + a,_1u" 1 € K[u]. v(zo) = w(xg) et
puisque v et w commutent avec u, on a aussi v(u”(zg)) = w(uF(x¢)). Les
endomorphismes v et w prennent méme valeurs sur une base, ils sont donc égaux
et ainsi v € Ku].

Exercice 2 : [énoncé]
X2 —1=(X-1)(X2+X +1)avec X — 1 et X2+ X + 1 premiers entre eux, il
suffit donc d’appliquer le lemme des noyaux.

Exercice 3 : [énoncé]

On sait qu’il existe p € N* tel que AP = O,,.

En introduisant les coefficients de P, la relation B = AP(A) donne
B=A+aA>+-- +a, 14771

On en déduit

B2 = A2 + CL3,2A2 + -+ G,pfl’QApil,. ..
Br—1 = Ar—1

En inversant ces équations, on obtient
APl = Bp=l AP=2 = BP2 4 b, o APTL L

A% = B2 + b37233 + 4 bp_LQBpil et enfin A = B + bg’lBQ —+ -4 bp_l’pril
ce qui détermine un polynome @ € R[X] vérifiant Q(0) =1 et A = BQ(B).

-2 _ —2 —1
9 Bp - Ap + apfl,p72Ap 9

Exercice 4 : [énoncé]
a) Posons N = —A71BA. On a

NP = (=1)PA"'BPA = O,

donc
I,=1I,—NP=(I—-N)I+N+N?+...+ NP1

On en déduit que I — N = I,, + A~'BA est inversible et
(I+ A 'BA) ' =T+ N+ N?+...4+ NP~
b) Soit P € C[X] tel que P(0) =0. On a
P(X)=aX +bX>+---

Donc
P(B) =aB+bB*+ -

puis
P(B) = a’?BP + ¥ BPT 4+ ... =0,

On peut alors reprendre le raisonnement de la question précédente et affirmer que
la matrice I,, + P(B) est inversible et que son inverse est de la forme

I, — P(B)+ P(B)* + -+ (=1)PP(B)"

On en déduit que H est inclus dans GL, (C) et que l'inverse d’un élément de H
est encore dans H.

Il est immédiat de vérifier que H est non vide et stable par produit. On en déduit
que H est un sous-groupe de (GL,(C), x). Enfin, on vérifie que H est commutatif
car les polyndémes en une matrice commutent entre eux.

Exercice 5 : [énoncé]

Vy € Imu, 3z € E,y = u(x) et v(y) = v(u(z)) = u(v(z)) € Imu donc Imu est
stable par v.

Va € keru, u(x) = 0 donc u(v(z)) = v(u(x)) = v(0) =0 et v(x) € ker u. Ainsi keru
est stable par v.

La réciproque est fausse, si u est un automorphisme il est certain que Imu = E et
ker u = {0} seront stables par v alors qu’il n’y aucune raison que u et v
commutent.

Exercice 6 : [énoncé]

Supposons f op = po f. Pour tout « € kerp, p(f(x)) = f(p(z)) = 0 donc

f(z) € kerp.

Rappelons Imp = ker(p — Id). Pour tout = € Imp, p(f(x)) = f(p(z)) = f(z) donc
f(x) € Imp.

Inversement. Supposons ker p et Imp stables par f. Pour tout z € E, on peut
écrire x = u + v avec u € kerp et v € Imp. On a alors f(p(x)) = f(v) et

p(f(@)) = p(f(u) + f(v)) = f(v) donc po f = fop.

Exercice 7 : [énoncé]

Les K, [X] et K[X] sont des sous-espaces vectoriels stables pour I’endomorphisme
de dérivation.

Soit F' un sous-espace vectoriel stable.

Si F' est de dimension finie alors les polynémes de F' sont de degrés bornés.
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Soit P un polynome de F de degré n maximal. On a F C K,, [X].

Or la famille des polynémes P, P’, P, ..., P est de degrés étagés et formés
d’éléments de F' car F est stable pour la dérivation donc

K., [X] = Vect(P, P’,...,P™) C F puis F = K, [X].

Si F' n’est pas de dimension finie alors pour tout m € N, F' ¢ K,,, [X] et donc il
existe P € F tel que n = deg P > m. Or en raisonnant comme ci-dessus, on
démontre K,, [X] C F et donc K,,, [X] C F. Ainsi ¥m € N, K,,, [X] C F donc
F=K[X].

Finalement les K, [X] et K[X] sont les seuls sous-espace vectoriels stables pour
I’endomorphisme de dérivation.

Exercice 8 : [énoncé]

a) Rappelons que les suites (ker uP),cy et (ImuP),en sont respectivement
croissante et décroissante pour 'inclusion. La suite (dim ker u?),en est une suite
croissante et majorée d’entiers naturels, elle est donc stationnaire :

dn € N,Vp > n,dimker u? = dim ker u™ or ker uP D ker u"™ donc ker u? = ker u"
puis N = ker u™. Aussi

dim Imu? = dim F — dim ker u? = dim F — dim ker v™ = dim Imu" et ImuP C Imu™
donc ImuP = Imu™ puis I = Imu”™.

b) dim N +dim I = dim ker ™ + dim Imu™ = dim F en vertu du théoréme du rang.
Soit x € NN I. Il existe a € E tel que x = u™(a) et alors u™(z) = 0 donc

u?"(a) = 0. Ainsi a € ker u>" = keru" donc x = u"(a) = 0. Ainsi NN T = {0}
dou E=N®I.

u et u" commutent donc N et I sont stables par u.

(un)™ = (U")kerun = 0 donc un est nilpotente.

Imu"*! = Imu™ donne u(Imu™) = Imu" donc u; est surjective puis bijective car
dim Imu™ < +o0.

¢) Par supplémentarité : dim F = dim F' + dim G = dim N + dim I.

1l existe p € N, tel que (up)? =0 donc F' C keruP C N.

ug est bijective donc (ug)™ aussi or G = Im(ug)™ C Im(u™) = I.

On a alors dim F' < dim N, dim G < dim [ et dim F + dim G = dim N + dim [
donc dim F' = dim N et dim G = dim I. Par inclusion et égalité des dimensions
F=NeG=1

Exercice 9 : [énoncé]

a) Le cas n = 1 est immédiat car v est alors nécessairement nul.

Le cas v = 0 est tout aussi immédiat.

b) F = Imv est stable par u et v et puisque v n’est pas bijectif, ] < dim F < n :
on pourra donc appliquer I’hypothese de récurrence sur F. Dans une base adaptée

P e o , (A]B D|E
a F' les matrices de u et v sont de la forme : ( 0 ‘ ol ) et ( 0 ‘ 0 ) donc

det(u 4 v) = det(A+ D) x det C.
¢) A et D sont associées aux endomorphismes induits par u et v sur F. Ces

endomorphismes induits vérifient les hypotheses initiales et donc
det(A + D) = det A puis det(u + v) = det A x det C' = det w.

Exercice 10 : [énoncé]

a) Imu est stable pour u donc ug, est bien défini. Par le théoréme du rang la
restriction de u a tout supplémentaire de ker v définit un isomorphisme avec Imu.
Ici cela donne ug, automorphisme.

b) Soient u,v € T'. Si « € ker(v o u) alors u(z) € Imu Nkerv donc u(z) € Ey N Es
et u(z) =0 puis x € F;. Ainsi ker(vou) C F; et l'inclusion réciproque est
immédiate.

Im(vou) =v(u(E)) =v(E2) = Ey car vg, est un automorphisme de Es. Ainsi
vouel.

c) Si ¢(u) = ¢(v) alors ug, = vg,. Or ug, = 0 = vg, donc les applications linéaires
u et v coincident sur des sous-espaces vectoriels supplémentaires et donc u = v.

d) Une application linéaire peut étre définit de maniére unique par ses restrictions
linéaires sur deux sous-espaces vectoriels supplémentaires. Pour w € GL(E»)
considérons u € L(FE) déterminé par ug, = 0 et up, = w. On vérifie aisément

FE1 Ckeru et By C Imu. Pour x € keru, x =a+ b aveca € E1 et b€ Fs>. La
relation u(x) = 0 donne alors u(a) + u(b) = 0 c’est-a-dire w(b) = 0. Or

w € GL(FE3) donc b = 0 puis « € E;. Ainsi keru C F; et finalement keru = Ej.
Pour y € Im(u), il existe € E tel que y = u(x). Or on peut écrire x = a + b avec
a € Ey et b € Ey. La relation y = u(z) donne alors y = u(a) + u(b) = w(b) € Es.
Ainsi Imu C Fj et finalement Imu = F4. On peut conclure que u e T'et 4 =w : ¢
est surjectif.

e) ¢ est un morphisme bijectif : il transporte la structure de groupe existant sur
GL(E>) en une structure de groupe sur (I',0). Le neutre est 'antécédent de Idg,
c’est-a-dire la projection sur Ey parallelement a Fj.

Exercice 11 : [énoncé]

a) Si e ¢ H alors la valeur de u(e) détermine entiérement un élément u de

{u € E*/u(H) = {0}}. Cela permet de mette en place un isomorphisme entre
{u € E*/u(H) = {0}} et K. La dimension cherchée vaut 1.

b) Si H est stable par f alors pour tout = € H, u(f(x)) = 0 donc

uo f € {ve E*/v(H) ={0}} or u est un élément non nul de cette droite
vectorielle donc u o f est colinéaire & u. La réciproque est immédiate.
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¢) Matg(u) = L # 0 (car u définit une équation d’hyperplan), Matp(uo f) = LA
donc
wof=M<LA=)L<"A'L =)L

avec 'L colonne non nulle.

d) Sp(*A) = {1,2,—1}. Une base de vecteurs propres est formée des vecteurs de
composantes (—1,—1,1), (0,1,1) et (—1,0,1). Les plans stables par f sont ceux
d’équations t+y—2=0,y+z=0et z—2z=0.

Exercice 12 : [énoncé]
a) On définit la matrice A et obtient ses éléments propres :

A:=matrix(3,3,[1,2,0,-4,3,4,2,2,-1]1);
eigenvects(A);

La matrice A est diagonalisable et ses espaces propres sont des droites vectorielles.
Puisqu’une droite vectorielle est stable si, et seulement si, elle est engendré par un
vecteur propre, les droites vectorielles stables par f sont celles engendrée par
e1=(1,0,1),e_1 =(—1,1,-2) et e3 = (1,1, 1).

b) Rappelons F stable par f si, et seulement si, F'* est stable par f*.

On en déduit que P est stable par f si, et seulement si, Vect(7?) est stable par f*
i.e. 1 vecteur propre de f*. Déterminons ces derniers.

eigenvects (transpose(A));
Les plans vectoriels stables par f sont ceux de vecteurs normaux
ny=(-3,1,2),n_1 = (-1,0,1) et n3 = (—1,1,1)

¢) On définit la matrice B et on détermine les éléments propres de B et de 'B.

B:=matrix(3,3,[0,-1,2,0,-1,0,-1,1,-3]);
eigenvects(B);
eigenvects(transpose(B));

Les droites vectorielles stables par g sont celles incluses dans le plan d’équation

x —y+ 2z =0 et celle dirigée par (—1,0,1).

Les plans vectoriels stables par g sont ceux de droite normale incluse dans le plan
d’équation & = z et ou dirigée par (—1,1, —2).

Exercice 13 : [énoncé]

Dans cet énoncé, le corps de base est ambigu.

Cas K=C:

u annule un polynéme scindé simple, I’endomorphisme u est donc diagonalisable.
Tout sous-espace vectoriel possédant une base de vecteurs propres est stable et
inversement.

Cas K=R:

Par le lemme de décomposition des noyaux, on a

E = ker(u — Id) @ ker(u? + u + 1d).

Si F' est un sous-espace vectoriel stable alors posons Fy = F'Nker(u — Id) et
Fy = F Nker(u? + u + 1d). Montrons F = F; @ Fy.

Tout x € F peut s’écrire z = a + b avec a € ker(u — 1d) et b € ker(u? + u + Id).
Puisque u(z) = a +u(b) € F et v?(z) =a+u?(b) € F, on a
a=1(r+u(@)+u’(x)) e Fpusb=x—a€cF.

Ainsi a € Fy, b € Fs et on a donc F C Fy + F5.

Il est alors immédiat qu’on peut alors conclure F' = F; & F5.

Puisque F» C ker(u? + u + Id), pour z € F» non nul (z,u(z)) est libre et
Vect(z, u(x)) est stable par u. Cela permet d’établir que Fy est la somme directe
de sous-espaces vectoriels de la forme Vect(x, u(z)) avec x # 0,

r € ker(u? + u + Id). Quant & F, il n’y a pas de condition & souligner puisque
tout sous-espace vectoriel de ker(u — Id) est stable par w.

Exercice 14 : [énoncé]

a) L’application T est évidemment linéaire et est & valeurs dans F.

Soit g € E. Montrons que I’équation T'f = g admet une solution unique.

Unicité : Si T'f = g alors = +— fom f(t)dt est solution sur R de I’équation
différentielle linéaire y’' + y = ¢ vérifiant y(0) = 0. Par le théoréme de Cauchy ceci
détermine z — fom f(t)dt de facon unique et donc f aussi.

Existence : La dérivée de la fonction solution y’ 4+ y = ¢ vérifiant y(0) = 0 est
solution.

b) Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie stable par T. Notons I
lendomorphisme de E défini par I(f): x> fom f(t) dt. Puisque F est stable par
T, F est aussi stable par I. L’endomorphisme induit par I sur le sous-espace
vectoriel de dimension finie F' admet un polynéme minimal

T=X"4+a,_1X" '+ - +ap. On a alors pour tout f € F I'égalité

Y+ an_ 1y + -+ apy™ =0 en notant y = I"(f). De plus, on a les conditions
initiales (0) = ... = y™~1Y(0) = 0 ce qui donne y = 0 puis f = 0. Ainsi F' = {0}.
Finalement, I’espace nul est le seul espace de dimension finie stable par T'. Quel
intérét au « impaire » ?
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Exercice 15 : [énoncé]
0 € sp(f™) = f™ non injective = f non injective = 0 € sp(f).

Exercice 16 : [énoncé]
0 € sp(f) < f non injectif < f non surjectif.

Exercice 17 : [énoncé]

Si A € Spu alors il existe o # 0 vérifiant u(z) = Az. En appliquant v~!, on obtient
r = u"t(z).

Puisque x # 0, A # 0 et on peut écrire u=!(z) = %x donc % € Spu~1!. Ainsi
{1/A/X € Spu} C Spu~t.

L’autre inclusion s’obtient par symétrie.

Exercice 18 : [énoncé]

Pour \e Ket z € F,

r € Ex(v) ©ula™(z)) = a"1(z) & a"l(z) € Ex(u) & x € a(E\(u)).

Ainsi F)(v) = a(Ex(u)), puis puisque a est un automorphisme, on peut affirmer
Ey(v) # {0} si, et seulement si, Ey(u) # {0} et donc Sp(u) = Sp(v).

Exercice 19 : [énoncé]

Vo # 0,3, € K,u(z) = A\;x. Montrer que = — A, est une fonction constante sur
E\ {0}. Soient x,y # 0.

Si (x,y) est libre u(z + y) = u(z) + u(y) donne A\yyy(x +y) = A\yx + Ayy donc par
liberté de (z,y) on obtient Ay = Mgy = Ay,

Si (z,y) est liée, y = px et donc u(y) = pu(x) = Aypx = Ay puis Ay = A;.

Ainsi x — A, est une fonction constante. En posant A la valeur de cette constante,
on a VvV € E, u(x) = Az que x soit nul ou non.

Exercice 20 : [énoncé]

a) On vérifie fFog—go f¥ = kfFk.

Si pour tout k € N, f* = 0 alors I’endomorphisme h — h o g — g o h admet une
infinité de valeurs propres.

Ceci étant impossible en dimension finie, on peut affirmer que f est nilpotent.
b) f* =0 (car dim E = n) et f*"~1 # 0. Pour x ¢ ker f*! et

e = (f"Yx),..., f(x),z), on montre classiquement que €’ est une base de £
dans laquelle la matrice de f est telle que voulue.

flg(fm(z)) = 0 donc g(f* 1(x)) = A\f""!(z) pour un certain A € R
Aussi fE(g(f"17%(x))) = (A + k) f*1(z) et donc la matrice de g dans ¢’ et
triangulaire supérieure avec sur la diagonale A, A+ 1,... . A+ n — 1. Ainsi

Sp(g) ={A,..., A\+n—1}

Soit y vecteur propre associé a la valeur propre A +n — 1.

Si y € ker f*~! alors puisque ker f*~! est stable par g, A +n — 1 est valeur propre
de I’endomorphisme induit par g sur ker f*~!. Cela n’étant par le cas
y ¢ ker f*~1. On vérifie alors facilement que la famille e = (f*~1(y),..., f(¥),v)
résout notre probleme.

Exercice 21 : [énoncé]

a b a 2b 0 -b
a)AM_MA_(zc 2d>_<c Qd)_(c 0 )
b) 0 est valeur propre avec Ey = Vect(E1 1, Ea2), 1 est valeur propre avec
Eq = Vect(Es,1) et —1 est valeur propre avec E_; = Vect(E ).

Exercice 22 : [énoncé]
Soient A e Ret f € E. D(f) = Af & f est solution de "équation différentielle
y' = My ie. f dela forme z + Ce*. Ainsi Sp(D) =R et E\(D) = Vect(x — 7).

Exercice 23 : [énoncé]

Soient A € Ret f € E. Si I(f) = Af alors I(f) est solution de 1’équation
différentielle y = Ay’. Si A = 0 alors I(f) =0 et si A # 0 alors I(f) est de la forme
z +— Ce®/* et puisque I(f) s’annule en 0 donc I(f) = 0. Dans les deux cas
f=1(f) =0. Ainsi Sp({) = 0.

Exercice 24 : [énoncd]

Soient A€ Ret uc E.

Alu) = < VYneNu(n+1)=(1+ MNu(n). Ainsi

Au) = du < Vn € Nyu(n) = uo(l 4+ A)".

Pour A € [—2,0], la suite u(n) = (1 + A\)™ est élément de F et vérifie A(u) = Au.
Pour A ¢ [—2,0], seule la suite nulle est bornée et satisfait

Yn € Nyu(n) = uo(l + \)™.

Ainsi Sp(A) = [-2,0].
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Exercice 25 : [énoncé]
Soient A € C et u € E. Etudions 'équation f(u) = Au. On a

(1 —)\)UO =0

=\u <
fu) “ {Vn e N (2A — Duy = up—1

Cas A =1
flu)=u<eVn e N u, =u,_
On en déduit que 1 est valeur propre de f et que le sous-espace propre associé est
formé des suites constantes.
Cas A #1
ug =0
flw) = e 0 .
Vn € N*, (2A — Duy, = up—1
Que A = 1/2 ou non, on obtient
flu) =X u<VneNu,=0

et donc A n’est pas valeur propre.
Finalement

Spf = {1}

Exercice 26 : [énoncé]
a) ¢(f) est dérivable sur R™ donc continue sur R**.
Puisque f est continue, f admet une primitive F et alors quand x — 0%

— F'(0) = £(0) =0

On en déduit que ¢(f) est continue en 0.

La linéarité de ¢ est immédiate et donc ¢ est un endomorphisme de E.
b) Soient A € R et f une fonction de E non nulle vérifiant o(f) = Af.
Pour tout x € RT,

JRCEEE
0
donc f est de classe C! et vérifie

1 =N f(x) = Az f'(x)

Le cas A = 0 implique f = 0 et est donc exclu.
Pour A#0et x> 0o0na

2f'(2) = af ()

avec o = (1 — A)/A dont la résolution conduit a
f(z) =Cz*,x €]0,+00|

Pour a = 0 ou @ < 0 la condition li(r)n f =0 entraine f =0 et est donc exclue.

Par contre le cas @ > 0 (correspondant & A € ]0,1[) conduit au vecteur propre
f(z)=Cz* x € [0,+00|

élément de F.

Exercice 27 : [énoncé]

a) T(f)(z) = [y tf(t)dt += fxl f(t) dt est une fonction continue (et méme
dérivable).

Ainsi T : E — E. La linéarité de T est évidente.

b) Soit A € R et f € E vérifiant T'(f) = Af.

Cas A=0:

on a T(f) =0, en dérivant deux fois (ce qui s’avére possible) on obtient f = 0.
Ainsi 0 n’est pas valeur propre de T.

Cas A #0:

on a T(f) = Af. En particulier, on peut affirmer que f(0) =0 car T'(f)(0) = 0.
Le premier membre de ’équation T'(f) = Af est dérivable donc la fonction f est
dérivable et on obtient [ f(t)dt = Af'(z). En particulier f/(1) = 0.

Le premier membre de cette nouvelle équation étant dérivable, la fonction f est
deux fois dérivable et on obtient Af”(z) + f(z) = 0.

Sous cas A > 0 :

Sachant f(0) = 0, on obtient par résolution de 1’équation différentielle

f(z) = Asin (%) et la condition f’(1) = 0 n’entrainera pas f = 0 que si

sin (%) =01ie A= (k711')2 avec k € N*.
Notons qu’alors il est possible de remonter les précédents calculs et d’affirmer que
f:z r—1> Asin (ﬁ), pour A # 0, est vecteur propre associé a la valeur propre
= m2
Sous cas A < 0 :
Sachant f(0) = 0, la résolution de I’équation différentielle donne

f(z) = Ash (J%) et la condition f’(1) = 0 entraine toujours f = 0 et donc un

tel A n’est pas valeur propre.
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Exercice 28 : [énoncé]
Puisque f est de classe C! et que f(0) = 0, on peut écrire

f(t) = f'(0)t+ o(t) quand t — 0

Ainsi la fonction ¢ : t — f(t)/t peut étre prolongée par continuité en 0 et donc
lintégrale définissant T'(f)(x) a un sens en tant qu’intégrale d’une fonction
continue. De plus, T'(f) apparait alors comme la primitive s’annulant en 0 de la
fonction continue ¢, c’est donc une fonction élément de E. Enfin, la linéarité de
I'application T" étant immédiate, on peut affirmer que T' est un endomorphisme de
E.

Soient A € R.

Si T(f) = Af alors pour tout z € [0, +oo[, T(f)(x) = Af(x)

En dérivant cette relation, on obtient pour tout = € [0, 00|

fx) =Xz f'(z)

Si A =0 alors f est la fonction nulle et A n’est pas valeur propre.

Si A # 0, f est solution de I’équation différentielle Axy’ = y.

Cette derniere est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 homogene dont la
solution générale sur ]0, +-oo[ est y(x) = Cxl/ .

Ainsi, il existe C' € R tel que pour tout x > 0,

f(z) = Ca'

Or pour qu’une telle fonction puisse étre prolongée en une fonction de classe C*
sur [0, +oo[ il faut que C' =0 ou 1/A > 1.

Ainsi les valeurs propres de T" sont les éléments de l'intervalle |0, 1].

Inversement, soient A € |0, 1] et la fonction fy : & — z'/X prolongée par continuité
en 0.

La fonction fy est de classe C! sur [0, +-oc[, s’annule en 0 et vérifie T(fn) = Afx
sans étre la fonction nulle.

Finalement, les valeurs propres de T sont exactement les éléments de l'intervalle
10, 1].

Exercice 29 : [énoncé]

L’application ¢ est évidemment linéaire et on vérifie en observant une
simplification que ¢ transforme un polynéme de degré inférieur & n en un autre.
L’application ¢ est donc bien un endomorphisme de R,, [X].

Soient A € R et P € R, [X].

Pour résoudre ’équation ¢(P) = AP, on recherche les solutions polynomiales de
degrés inférieurs a n a I’équation différentielle

(2® = 1)y’ = (nz + Ny =0

La solution générale de cette équation différentielle est

y@) =C@—1)F @+1)T
Pour A = —n + 2k avec k € {0,...,n}, on obtient une fonction polynomiale non
nulle

PA(X)=C(X - DX +1)"*avec C#0

et donc A est valeur propre de ¢ et les Py sont les vecteurs propres associés.
Puisque dimR,, [X] = n + 1, il ne peut y avoir d’autres valeurs propres (et
I’endomorphisme ¢ est diagonalisable).

Exercice 30 : [énoncé]

a) Puisque deg A = n + 1, un reste de division euclidienne par A est de degré au
plus n. Ainsi Papplication f va de R,, [X] vers lui-méme.

Soient A1, A2 € Ret Pp, Py € R, [X].

On a BP, = Q1A+ f(P1) et BP2 = Q2A+ f(P2) avec deg f(P1),deg f(P2) < n.
Par combinaison linéaire on a alors

B(AM P+ AaP2) = (MQ1 4+ AaQ2)A+ M f(P1) + Aaf (P2) avec

deg (A F(Pr) + Ao f(Py)) < n

On peut alors identifier le reste de la division euclidienne de A1 P; + Ao P> par A et
affirmer

JOWPL + X2 P2) = A f(Py) + Ao f (Pe)

Finalement f est un endomorphisme de R,, [X].
b) On définit le polynéme A

A:=(X-1)*(X-2)*(X-3);
Puis I'endomorphisme f
f:=P->rem(X"3%P,A,X);
On peut alors calculer I'image Q de P = aX? +bX + ¢

P:=axX"2+bxX+c;
Q:=£(P);

Enfin on détermine les éléments du noyau en résolvant le systéme formé par
I’annulation des coefficients de @

solve({seq(coeff(Q,X,k)=0,k=0..2)},{a,b,c});
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Enfin on peut trouver les éléments propres de f en résolvant le systéme associé a
léquation f(P) = AP

solve({seq(coeff (Q,X,k)=coeff (lambda*P,X,k),k=0..2)},{a,b,c,lambdal});
On définit la matrice M de f dans la base (1, X, X?)
M:=matrix(3,3,[6,36,150,-11,-60,-239,6,25,90]) ;

Puis on calcule ses éléments propres

with(linalg);

eigenvects (M) ;

¢) Introduisons les polynémes de Lagrange Ly, . .., L,, associés aux réels ag, ..., ay.
La famille (Ly)o<k<n st une base de R, [X]. Pour tout k =0,...,n

BLy = QrA+ f(Ly)

En évaluant cette relation en les a;, on obtient

f(Li)(aj) = B(a;)d;k

et donc
f(Lk) = Blay)Ly

La famille (Ly)ogr<n est une base de diagonalisation de I’endomorphisme f. On
en déduit

n
det f = [ Blax) # 0 et ker f = {0}
k=1
Les valeurs propres de f sont les B(ay) et le sous-espace propre associé a la valeur
propre B(ay) est
Vect{L;/j =0,...,n,B(a;) = Bax)}

Exercice 31 : [énoncé]

On retraduit le probléme en termes d’endomorphismes. Soit v un endomorphisme
d’un K-espace vectoriel de dimension finie vérifiant rg(u) = 1. Soit « ¢ keru. On a
Vect(z) @ keru = E. u(x) € E donc on peut écrire u(x) = Az 4y avec y € keru de
sorte que u?(x) = Au(x). On observe alors que u? et Au coincident sur Vect(x) et
bien sfir sur ker v donc u? = Au. De plus, pour y € Im(u)\ {0}, y = u(a),

u(y) = u?(a) = Mu(a) = \y donc \ est valeur propre de wu.

Exercice 32 : [énoncé]
Soient A € Sp(A) et X # 0 tels que AX = A\X.

Posons i € {1,...,n} tel que |z;] = max |zg|. On a z; # 0 et
1<k<n
n n R
Azil = | 22 aijej| < X0 Jaig| il < [[A]] |zi] ot [A] < [|A].
j=1 j=1

Exercice 33 : [énoncé]

a) Le vecteur X = f(1...1) est évidemment vecteur propre associé a la valeur
propre 1.

b) Soient A € Sp(A) et X =*(z; ..
vérifiant

. &) un vecteur propre associé. Soit ig l'indice

|Tio| = max [z
1<ign

On a |z;,| # 0 et la relation AX = AX donne Az;, = Y a;, ;x; donc

Jj=1
n n n
M ziol = D aiggai| < laig il 5] < aigj i, | = |2, |
j=1 j=1 j=1
puis [A| < 1.
c) Si de plus |A| =1 alors il y a égalité dans 'inégalité précédente.
L’égalité dans la deuxiéme inégalité entraine |z;| = |z;,| pour tout j € {1,...,n}

car les coefficients de la matrice A sont tous non nuls.
L’égalité dans la premiere inégalité entraine que les complexes engagés sont
positivement liés et donc qu’il existe 6 € R tel que pour tout j € {1,...,n},

;= |zj]e”

On en déduit 1 = ... =z, puis A = 1.

Exercice 34 : [énoncé]
a) Le vecteur X =*(1...1) est évidemment vecteur propre associé i la valeur
propre 1.
b) Soient A € Sp(A) et X = t(z;...x,) un vecteur propre associé. Soit ig I'indice
vérifiant

|Zi| = max |z]

1<i<
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On a |z;,] # 0 et la relation AX = AX donne A\z;, =

n
D Gig,52; donc

7j=1
n n n
M o] = D aig gz | < laig gl 2] < aigj 2| = |2, |

j=1 j=1 j=1
puis |[A] < 1.
¢) Si de plus |A| =1 alors il y a égalité dans I'inégalité précédente.
L’égalité dans la deuxiéme inégalité entraine |x;| = |a;,| pour tout j tel que
iy, 7& 0.
L’égalité dans la premiere inégalité entraine que les complexes engagés sont
positivement liés et donc qu’il existe 6 € R tel que pour tout j € {1,...,n},

Wig,jTj = iy 5 |25] "

Ces deux propriétés donnent pour tout j € {1,...,n}, ai, jT; = a4, ,; |74, | ¥ que

a;,.; 7 0 ou non.
n

En injectant ceci dans la relation Az;, = Y a4, ;*;, on obtient A\z;, = |z;,|e®.
j=1
Pour j € {1,...,n} tel que a;,; # 0, x; = Azy,.
Posons i1 = j et reprenons la méme démarche, ce qui est possible puisque
|, | = max |z].
1<ign
On définit ainsi une suite (i) € {1,... ,n}Y vérifiant AT, =T,
Cette suite étant non injective, il existe p € N et ¢ € N* tel que 7, = i,44 ce qui
donne \? = 1.

Exercice 35 : [énoncé]

a) Une récurrence facile donne A*B — BA* = LAk,

b) A* est vecteur propre de I'endomorphisme considéré si, et seulement si, A¥ # 0.
¢) L’endomorphisme M — M B — BM opére en dimension finie, il ne peut donc
avoir qu'un nombre fini de valeurs propres et donc il existe k € N vérifiant A* = 0.

Exercice 36 : [énoncé]

Si A est valeur propre de A alors il existe une colonne non nulle telle que

AX = AX. Pour M matrice dont toutes les colonnes sont égales & X on a

u(M) = AM. Ainsi X est valeur propre de u. Inversement si A est valeur propre de
u, une colonne non nulle d’un vecteur propre associé a A définit un vecteur propre
associée a la valeur propre A pour A. Ainsi A est aussi valeur propre de A.
Finalement Sp(A) = Sp(u). Une matrice M appartient au sous-espace propre
associé a la valeur propre A de u si, et seulement si, chaque colonne de M
appartient au sous-espace propre associé a la valeur propre A\ de A.

Exercice 37 : [énoncé]

a) Si A est valeur propre de A de colonne propre X # 0 alors pour M € M, (C)
dont toutes les colonnes sont égales a X, on a AM = AM avec M # 0. Ainsi A est
aussi valeur propre de ® 4.

Inversement, si A est valeur propre de ® 4 d’élément propre M # 0 alors pour X
colonne non nul de M, on a AX = AX donc A valeur propre de A.

b) On remarque M A = *(* A'M). Un raisonnement semblable au précédent
permet d’établir que les valeurs propres de ¥4 sont les valeurs propres de ‘A i.e.
celles de A.

Exercice 38 : [énoncé]

1 (0) 11

Do et U= .ot ="L.
11 (0) 1

D) U=I+N+---+N"' (I-N)U=1IdoncU ' =1I—N,
L1=4U1Y)=IT-'Ndonc A '=U"'L'=T-N-'N+N'N.

a) L=

2 1 (0)
c) A7l = 1 . Posons x,, le polynéme caractéristique de
o2 1
(0) 1 1
At e M, (R)

2 = Mxn+1(A) = xn(A) avee xo(A) =1 et x1(A) =1 — A,

On a Xnt2(A) = (
A =2+2cosf avec 0 € [0, 7] et en posant f,(0) = xn(2+2cosh) on a

En écrivant
la relation :
Jrnv2(0) +2cos0fri1(0) + fu(0) =0, fo(#) =1 et fi(0) =2cosf — 1.
il
La résolution de cette récurrence linéaire d’ordre 2 donne f,,(0) = W
2
Ainsi, x,, admet n racines dans [0,4] et puisque ce polynéme est de degré n il n’y

en a pas ailleurs : SpA~! C [0,4].

Exercice 39 : [énoncé]

Notons M la matrice étudiée et supposons n > 3, les cas n = 1 et 2 étant
immédiats.

Puisque rgM = 2, 0 est valeur propre de M, (R) et dim Fo(M) =n — 2.
Soit A une valeur propre non nulle de M,,(R) et X =" (zy---z,) un vecteur
propre associé.

L’équation M X = AX fournit le systéme
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Tp = AT1 a la somme de ses valeurs propres comptées avec multiplicité, la derniere valeur
propre de comA n’est autre
tr(comA)

Tn = ATn— Pour calculer cette derniere, considérons Ay = A + tI,, avec t > 0. Puisque A n’est

Tyt Ty = ALy pas inversible, 0 est valeur propre de A et on peut indexer les valeurs propres
On en déduit A(A — 1)xp, = Az1 + -+ + Axp_1 = (n — 1)z, avec z,, # 0 car z, =0 AL, ..., Ay de A de sorte que A\, = 0.
et A # 0 entrainent X = 0. Pour t assez petit, la matrice A; est inversible de valeurs propres
Par suite \ est racine de I'équation A2 — XA — (n — 1) = 0 et donc \ = 1£vin=3 =3,
Inversement, on justifie que ses valeurs sont valeurs propres, soit en remontant le D ST 7D W Y
raisonnement, soit en exploitant la diagonalisabilité de la matrice symétrique
réelle M pour affirmer 'existence de n valeurs propres comptées avec multiplicité. Les valeurs propres de la comatrice de A; sont alors

det At det At det At

M+t Ao+t
Exercice 40 : [énoncé]

Notons Aq,..., A\, les valeurs propres de A comptées avec multiplicité. avec
Si la matrice A est inversible alors det Ay = (A1 +1t)... (An—1 + 1)1
0 déduit
t(comA) = det(A)A™" e dedu

. tr(comA;) = (A2 +1t) ... A1 + OO+ . (A1 4+ 1) ... A2 F OO+ A1 +E) - .. (A1 +E)
Les valeurs propres de A~* sont alors

1 1 et enfin
SYREEREW tr(comA) = t£%1+ tr(comA;) = A1 ... Ap_1
SirgA = n — 1 alors 0 est valeur propre de multiplicité n — 1 de comA et 'autre

L 1 d A, qui sont i celles de ¢ A t alors 1
es valeurs propres de comA, qui sont aussi celles de *(comA), sont alors les valeur propre de comA est le produit des valeurs propres non nulles de A.

det A det A SirgA < n— 2 alors 0 est valeur propre au moins double de A et donc
NN, tr(comA) = 0. Dans ce cas, 0 est valeur propre de multiplicité n de comA. En fait,
on peut montrer que la comatrice de A est nulle puisque tous les mineurs de A
SirgA < n —1 alors la comatrice de A est de rang inférieur a 1. En effet on a sont nuls quand rgA < n — 2.

f(comA)A = O,
Exercice 41 : [énoncé]

donc a) Commencons par charger le package linalg

ImA C ker(‘comA)

puis with(linalg) ;

. T t > _
dim ker(comA) = dim ker(*comd) > n —1 Définissons la matrice Ao et calculons ses valeurs propres

et par la formule du rang .
rg(comA) < 1 A2:=matrix(2,2,[0,2,1,0]);
eigenvals(A2) ;
Sachant que la comatrice de A est de rang 0 ou 1, 0 est valeur propre de comA de
multiplicité au moins égale & n — 1. Puisque la trace de comA € M,,(C) est égale et pour obtenir les valeurs approchées
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map (evalf,{eigenvals(A2)});
Procédons de méme avec Az et Aqg

A3:=matrix(3,3,[0,2,3,1,0,3,1,2,01);

map (evalf,{eigenvals(A3)});
A10:=matrix(10,10,(i,j)->if i=j then O else j fi);
map (evalf,{eigenvals(A10)1});

b) Soient A une valeur propre de A, et X ="' ( 2
associé.
L’équation A, X = AX conduit au systéeme

T, ) un vecteur propre

1 +2x0+ -+ nx, = A+ 1)ay
1+ 2x0+ -+ nx, = (A4 2)x,
21+ 222+ -+ nz, = (A+n)z,

S’il existe k € {1,...,n} tel que A + k = 0 alors les égalités

A+i)zj =N+ k)xy
donne x; = 0 pour tout j # k et 1'égalité
X1+ 202+ -+ nx, = (A+ k)ay

donne x;, = 0. Ainsi X = 0 et cette situation est donc a exclure.
On a donc pour tout k € {1,...,n}, A+ k # 0 et le systéme donne

A+1
A+

x; = -x1 pour tout j € {1,...,n}

Puisque X # 0, le coefficient 27 est non nul et la premiere équation du systéme

donne A1 20041) (A +1)
+ + n(A+
———r=(A+1
A1t T T g2 A+n A+ Dy
et en simplifiant on obtient
Ly 2 o
A+l A+2 An
¢) Inversement, si A vérifie 'équation
R R
A+1 5 A+2 A+n

alors en posant

X=*(s s o w)

on obtient une colonne X # 0 vérifiant A, X = \X.
Ainsi les valeurs propres de A,, sont exactement les racines de I’équation
1 2 n

R e =1
A+l vz A

Considérons la fonction f définie par

1 n 1
z+1

fz) =

r+n

La fonction f est strictement décroissante sur chacun des intervalles
}_007 —TL[J—TL, _(n - 1)[7 T 7}_27 _1[7]_17 +OO[

et les limites de f aux extrémités de ces intervalles sont aisées. On en déduit que
A,, admet une valeur propre dans chacun des intervalles
}_nv —(TL - 1)[7 T 7]_27 _1[7]_17"_00[

Notons que de plus la somme des valeurs propres de A,, étant égale a trA,, =0,
I’'unique valeur propre positive est comprise entre

n(n—1) ot Zk—(n—l)(n—i—l)

py

2

k=1 k=2

d) Le terme x,, est caractérisé par
Ly ! 1et z, €]-2,—1]
=1letzx —92, —

T, +1 T, +n "

Si xpt1 <, alors
1 1 1 1 1 1
l=—F+ -+ > > 4
Tnt+1 +1 Tnt1 +n+1 Tpt1 +1 Tn+1+n " zp+1 T, +n

ce qui est absurde.

On en déduit que x,, < x,+1 et donc que la suite (z,,) est strictement croissante.
e) La suite (x,,) est croissante et majorée par —1 donc cette suite converge vers
< —1.

Si ¢ < —1 alors la relation

=1
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donne
1 1

1> — 4y —
€—|—1+ +€—|—n

pour tout n € N*.

Or la série numérique zj%k est divergente et donc ce qui précede est absurde.

On en déduit que la suite () croit vers —1.

On peut donc écrire x, = —1 — y,, avec y, — 07, y,, €]0,1] et
1 1 1
- 4 - =1
Yn 1 —yn (n_l)_yn
On en déduit
Yn 1 1
Yn I—yn 2—yn (n—1) -y
Puisque
In_ g
11—y,
et
LI S SV — U S —
2 n—1"2—y, n—1)—y, n—2

avec les termes encadrant tout deux équivalents a Inn.
On en déduit

— ~1Inn

1 1
Tp=—1——+o0(—
Inn <lnn)

puis

Exercice 42 : [énoncé]
a) Par le calcul

| 0) 0
| b e Mam®)
1 :
0 (0) 1

Puisque A et A? ne possédent que deux colonnes non nulles et que celles-ci sont

visiblement indépendantes, on a rgA = rgA? = 2.
b) On a rgf = rgf? donc dimker f = dimker f2. Or ker f C ker f? donc
ker f = ker f2.

Pour z € ker f NImf, on peut écrire z = f(a) et on a f(x) = 0 donc

a € ker f2 = ker f puis z = 0.

On en déduit ker f NImf = {0g} et un argument de dimension permet d’affirmer
ker f & Imf = R™.

¢) Une base adaptée a la décomposition ker f @ Imf = R™ permet de justifier que
la matrice A est semblable a

0 (0)
avec B € Ms(R)
(0) B
Puisqu’on a alors rgA = rgB = 2, on peut affirmer que la matrice B est inversible.

d) trB=trA=0et trB? = tr4% = 2.
Soient A et u les deux valeurs propres complexes de la matrice B. On a

A+ pu=0
N4p2=2

Dond = {1,-1)

On en déduit

Ainsi

e) Par calcul de rang
dim Eg(A) = dimker A =n — 2
On a aussi
dimE1(A) =dimEy(B)=1et dimFE_1(A) =1

donc la matrice A est diagonalisable car la somme des dimensions de ses
sous-espaces propres est égale a n.

Exercice 43 : [énoncé]
a) Si B= P71AP alors xp = det(P™'AP — P! XP) = ya.

b) Inversement A = ( 8 (1) ) et B = ( 8 8 > ne sont pas semblables mais ont

méme polyndéme caractéristique.
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Exercice 44 : [énoncé]

Soit G un supplémentaire de F. Dans une base adaptée a la décomposition

E = F @ G, la matrice de u est triangulaire supérieure par blocs et en calculant le
polyndmes caractéristique de u par cette matrice on obtient immédiatement la
propriété demandée.

Exercice 45 : [énoncé]
Xa-1(z) =det(A™ —2l) = det A~ det(I — zA) = o) det (A—211) donc

o) det A
xani (@) = E2 3 (1/a).

Exercice 46 : [énoncé]

a) Pour z € C,

det(AB — x1,) = det Adet(B — zA™1) = det(B — xA~!)det A = det(BA — z1,,)

donc xap(z) = xpal(z).

b) t — det(A + ¢I,,) est une fonction polynomiale en ¢ donc ses annulations sont

isolées et donc pour tout ¢ > 0 suffisamment petit A + tI,, € GL,(C). Comme vu
ci-dessus, pour = € K,

X(A+t1,)B(T) = XB(A+t1,)(T)

Les applications ¢ = X (a4+¢1,)8(%) et t = Xp(a+tr,)(2) sont polynomiales en ¢
donc continues et en passant & la limite quand ¢ — 0 on obtient x ap(z) = xpa(z).

Exercice 47 : [énoncé)
Il est bien connu que
VM,N € M, (K), xmMn = X~NM

On en déduit

X(AB)» = X[A(BA)?—1]1B = XB[A(BA)P—1] = X(BA)P

Exercice 48 : [énoncé]
Il est classique d’établir xap = xpa en commencant par établir le résultat pour A
inversible et le prolongeant par un argument de continuité et de densité.

Exercice 49 : [énoncé]
On a -
Xa4(X)=det(AA - X1,)

donc en conjuguant
Xaa(X) = det(AA — X1,,) = x 44 (X)

Or il est bien connu que pour A, B € M,,(C)

XAB = XBA
On obtient donc

XAA = XAA
et par conséquent

Xaa € R[X]

Exercice 50 : [énoncé]
D’une part

AB -\, A
Opn I,

7 N

>~
@ &
RIS
N———
VRS

|
=~

n On,p
Ip
D’autre part

~I, O, M, A\ [ =M, -A
B =M, B I, )\ Opn BA-AIL

En passant au déterminant, on obtient
det M x (=1)" = xap(A\) et (=1)"(=A)Pdet M = (—=\)"xBa(N)

et on en déduit
(=A)PxaB(A) = (=A)"xBa(A)

Exercice 51 : [énoncé]

Dans le cas ot A = J, = < Ly

0 O
C D . .
B = < E F ) avec C bloc carré de taille r.

>, la propriété est immédiate en écrivant

Dans le cas général, on peut écrire A = QJ,.P avec r = rgA et P, (Q inversibles.
XIxaB(X) = X9xg-1a0(X) = X, pBQ(X) donc
Xxap(X) = XPxppqs.(X) = XPxBqs,P(X) = XPXxpa(X).
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Exercice 52 : [énoncé]

a) Oui un tel polyndme existe, il suffit de se référer aux matrices compagnons.
Notons qu’il est entendu, qu’ici, le polyndme caractéristique d’une matrice carrée
A est définie par x4 = det(X I, — A).

b) Il existe une matrice A dont le polynéme caractéristique est P. Celle-ci est

A1 *
semblable a une matrice triangulaire de la forme . et donc A?
0 An
A *
est semblable a ) . Ainsi le polynéme caractéristique de A? est P,
0 AL

et puisque A? est & coefficients entiers, P, 'est aussi.

c¢) Compte tenu des relations coefficients-racines d’un polynéme scindé, on peut
majorer les coefficients de P et affirmer que, pour un degré fixé, il n’y a qu’un
nombre fini de polyndémes P possibles. Considérons un tel polynome.
L’application ¢ € N* = P, n’est pas injective compte tenu des résultats
précédents, il existe donc ¢ < r tel que P, = P,. Ainsi, il existe une permutation o
de N,, vérifiant : Vi € N,,, \] = )\Z(i). A Taide d’une décomposition en cycles de o,
on peut affirmer qu’il existe une puissance de o égale a 'identité et donc conclure
que pour tout i € N, il existe ¢’ > ¢ tel que \! = XZ—]/. On peut alors affirmer que
\; est nul ou bien une racine de I'unité.

Exercice 53 : [énoncé]

a) SpB = Sp’B car xp = x:B.

b) Pour tout X € M,, 1(K), A(CX) = AN(CX) donc CX € ker(A — \I,,).

¢) Soit X et Y des vecteurs propres de A et !B associé & la valeur propre \. La
matrice C = X'Y est solution.

d) On peut écrire C = QJ,.P avec P, inversibles. La relation AC' = C'B donne
Q'AQJ, = J.PBP~ 1.

En écrivant les matrices Q1 AQ et PBP~! par blocs, I’égalité

Q'AQJ, = J.PBP~! impose une décomposition en blocs triangulaire puis
permet d’observer que x4 = Xg-14¢ et XB = Xppp-1 ont un facteur commun de
degré > r, a savoir le polynéme caractéristique du bloc commun en position (1,1).
e) La réciproque est assurément fausse en toute généralité. Pour r = n, deux
matrices ayant méme polyndéme caractéristique ne sont pas nécessairement
semblables.

Exercice 54 : [énoncé]
Par contraposition, montrons det A < 0 = SpA N]—o0, 0] # 0.

On a
Xa(X)=(-1)"X"+---+det A
Si det A < 0 alors puisque t_l)ir_n x4 (t) = 400 et sachant la fonction ¢ — x a(t)

continue, il existe A € ]0, +o0o[ racine de x4 et donc valeur propre de A.

On peut aussi établir le résultat en observant que le déterminant de A est le
produit des valeurs propres complexes de A comptées avec multiplicité. Parmi
celles-ci, celles qui sont réelles sont positives et celles qui sont complexes non
réelles, sont deux & deux conjuguées. Le produit est donc positif.

Exercice 55 : [énoncé]
On peut écrire

xa(X) = (=" [T (X = M)
k=1

avec Aq, ..., A\, les valeurs propres de A comptées avec multiplicité.

On a alors
xa(B) € GL,(C) & V1 < k <n,B— M\, € GL,(C)

ce qui donne
xa(B) € GL,(C) & V1 < k< n,\ ¢ SpB

et on peut ainsi affirmer

xa(B) € GL,(C) & SpANSpB =0

Exercice 56 : [énoncé]

N
’ Dans une base adaptée au noyau , la matrice de est
a b 0 --- 0
c d
* ok
* K O 0
On a alors

xr(X) = (-1)"X""?(X? - (a+d)X +ad — bc)
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Or
trf =a+d et trf? = a® + 2bc + d>

(trf)? — tr(fz))

donc

xr(X) = (—1)r X2 (x2 —u(nx +

Exercice 57 : [énoncé]
En développant selon la premiére colonne

A1 0 L 0
. .. . _ (_1)n+1a0_)\ : )
0 - —A ) : - 1
ag  cr Gp_2 Gp_1 — A [n] ay o Gp_2 Ap_1 — A 1]
puis en reprenant le processus on parvient a
(_1)n+1(a0 +a A+ -+ anil)\n—l - )\n)

On peut aussi résoudre le probleme via 'opération élémentaire :
Ci+CL+ X0+ --- +)\"_1Cn.

Exercice 58 : [énoncé]
a) P, (z) est un déterminant tri-diagonal. On développe selon la premiére colonne
en un déterminant triangulaire et en un second déterminant qu’on développe selon
la premiere ligne.
Pi(z) = —z et Py(x) = 22 — 1.
b) La suite (P,(—2cos «)) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. On introduit
I’équation caractéristique associée dont les racines permettent d’exprimer le terme
général de (P, (z)) a laide de coefficients inconnus déterminés par les valeurs
n=1etn=2.

c¢) Les x;, = —2cos kfl avec k € {1,...,n} sont racines distinctes de P,(z).
A, € M,,(C) posséde n valeurs propres distinctes donc A est diagonalisable.

Exercice 59 : [énoncé]
a) En factorisant sur la ¢éme colonne

a; 1 an,
a1
P(a;) = a; 1
Gnp
a1 1 a;

En retranchant la iéme ligne a chacune des autres

a; — a1 0 0
0 . .
P(a;) = a; 1
0
0 0 a; — an

et donc
P(az) = a; | I ((IZ‘ - aj)
J#i

b) En utilisant la formule des déterminants

n
> e ][] (a0,
=1

ceS,

P(z) = it $5g(i)7i)

—

Si o = Idy, alors H ( Ag(i),i T xéo(i),i) = [ (a;; + =) est une expression

i=1

polynomiale unltalre de degré n.
n
I1 (@i; + ) est une expression

Si o # Idy,, alors H ( Ug(i),i + T (s), )—
1_1

polynomiale de degre strictement inférieure a n.

On peut donc affirmer que P est une fonction polynomiale unitaire de degré
exactement n.

c¢) Puisque les a; sont deux a deux distincts

P(X)
) 14 Z
1;[1( _GZ) X_al
avec P .
A= I1(ai—a;)
J#i
d) On a det(A +I,,) = P(1).

Si I'un des a; vaut 1, il suffit de reprendre la valeur de P(a;).
Sinon, par la décomposition précédente

s

(]. — ai)

-
Il
_
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et donc

det(A+1,) = (1 +Zn: I aiw) f[(l - a;)

i=1

Exercice 60 : [énoncé]

a) Pour tout f € L(E), f admet un polynéme minimal qui admet au moins une
racine dans C qui est alors valeur propre de f.

b) Si A est valeurs propre de 'endomorphisme considéré alors il existe un
polyndme P non nul tel que X P(X) = (1 + X)P(X) ce qui est impossible pour
des raisons de degré.

Exercice 61 : [énoncé]

On retraduit le probleme en terme d’endomorphismes. Soient u et v deux
endomorphismes d’un C-espace vectoriel de dimension finie vérifiant wov = v o u.
Tout endomorphisme sur un C-espace vectoriel admet au moins une valeur propre.
Soit A une valeur propre de u. E)(u) est un sous-espace vectoriel stable par v (car
uowv =wvou) et 'endomorphisme induit par v sur Ey(u) admet au moins une
valeur propre. Un vecteur propre associé a celle-ci est vecteur propre commun a u
et v.

Exercice 62 : [énoncé]

Si A et B ont A pour valeur propre commune alors puisque A et A ont les mémes
valeurs propres, il existe des colonnes X,Y # 0 vérifiant *AX = AX et BY = \Y.
Posons alors U = Y'X € M,,(C)\ {0}.

Ona BU=)Y'X et UA=Y*(*AX) = \Y*X donc UA = BU.

Inversement, supposons qu'il existe U € M,,(C) non nulle vérifiant UA = BU. On
peut écrire U = QJ,.P avec P, Q inversibles et r = rgU > 0. I’égalité UA = BU
entraine alors J, A’ = B'J, avec A’ = PAP™! et B’ = Q~'BQ. Puisque
semblables, SpA’ = SpA et SpB’ = SpB. En raisonnant par blocs, 1’égalité

JrA" = B'J, entraine A’ = M0 et B' = ]\04 avec M € M, (C).

Ces formes matricielles SpM C SpA’ et SpM C SpB’. Or SpM # () (cadre
complexe) donc SpA N SpB # (.

Exercice 63 : [énoncé]
a) Puisque u o v = v o u les sous-espaces propres de u sont stables par v. Puisque
E est un C-espace vectoriel, u admet une valeur propre et le sous-espace propre

associé est stable par v. L’endomorphisme induit par v sur celui-ci admet une
valeur propre et ceci assure I’existence d’un vecteur propre commun a u et v.
b) uov—wvou=au.

Si u est inversible alors uwovou™
tr(uovou™!) —trv = adim E.
Or tr(uovowu~t) = trv ce qui entraine une absurdité.

On en déduit que u est non inversible.

v admet une valeur propre A et si x est vecteur propre associé, la relation

précédente donne
v(u(z)) = (A = a)u(z)

Si u est inversible alors A — a est valeur propre de v et en reprenant ce schéma, on
obtient A — na valeurs propres de v pour tout n € N. C’est absurde car v ne
posseéde qu’'un nombre fini de valeurs propres et donc u n’est pas inversible.

Par récurrence sur n € N, on obtient

I — oy =qaldg et donc

u"ov—vou” = nau"

L’endomorphisme ¢ : w — w o v — v o w n’admet qu'un nombre fini de valeurs
propres car opere en dimension finie. Si w n’est pas nilpotent alors pour tout

n € N, na est valeur propre de . C’est absurde et donc u est nilpotent.

Enfin, soit « € keru. On a u(v(z)) = v(u(z)) + au(zr) = 0 donc v(x) € keru. Par
suite keru # {0} est stable v et un vecteur propre de ’endomorphisme induit est
vecteur propre commun & u et v.

c)uov—vou=au+bv.

Si a = 0 il suffit de transposer ’étude précédente.

Sia # 0, considérons w = au + bv.

On a

(au+bv)ov —vo (au+bv) = aluov —vou) = alau+ bv)

Par I’étude qui précede, au + bv et v ont un vecteur propre en commun puis u et v
ont un vecteur propre en commaui.

Exercice 64 : [énoncé]

Casa=b=0

Les endomorphismes f et g commutent donc les sous-espaces propres de I'un sont
stables pour I'autre. Puisque le corps de base est C, 'endomorphisme f admet au
moins une valeur propre A. L’espace E(f) # {0} est stable par g donc on peut
introduire ’endomorphisme induit par g sur Ey(f) et ce dernier admet aussi au
moins une valeur propre. Un vecteur propre associé a cette valeur propre de g est
aussi un vecteur propre de f car élément non nul de E(f). Ainsi f et g ont un
vecteur propre commun.
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Casa=0etb#0

Par récurrence, on obtient f o g" — g™ o f = nbg™ pour tout n € N.

L’application u € L(E) — fou —wuo f est un endomorphisme de £(F) or

dim L(FE) < 400 donc cet endomorphisme n’admet quun nombre fini de valeur
propre. Cependant, pour chaque n € N tel que ¢g" # 0, le scalaire nb est valeur
propre de cet endomorphisme, on en déduit qu'il existe n € N tel que g” = 0 et en
particulier ker g # {0}.

On vérifie aisément que ker g est stable par f et un vecteur propre de
I’endomorphisme induit par f sur ker g est alors vecteur propre commun a f et g.
Casb=0eta#0

Semblable

Casa#0etb#0

On a

fol(af+bg)—(af +bg)of=0b(fog—gof)=blaf+bg)

Par I’étude qui précede, f et af + bg admettent un vecteur propre commun et
celui-ci est alors vecteur propre commun a f et g.

Exercice 65 : [énoncé]

a) xa(X) = (X — cosa)? + sin? a de racines e'® et e,

Sia#0 [n]alors A posséde deux valeurs propres distinctes donc A est
diagonalisable.

Sia=0 [n]alors A est diagonale.

b) Si « #0 [«] alors A ne possede pas de valeurs propres (réelles) donc n’est pas
diagonalisable.

Sia=0 [n]alors A est diagonale.

¢) xB(X) = (X — cosa)(X + cosa) — sin? a de racines 1 donc B est
diagonalisable.

Exercice 66 : [énoncé]

X (1) = =23 4+ z(ab + be + ca). Posons § = ab + be + ca.

Cas complexe.

Si 0 # 0 alors M est diagonalisable car x s admet trois racines distinctes.
Si § = 0 alors 0 est seule valeur propre et par suite M est diagonalisable si, et
seulement si M est semblable a la matrice nulle ce qui n’est le cas que si
a=b=c=0.

Cas réel.

Si § > 0 alors M est diagonalisable.

Si § = 0 alors M est diagonalisable si, et seulement si, a =b=c¢ = 0.

Si § < 0 alors M n’est pas diagonalisable.

Exercice 67 : [énoncé]

E; ; est diagonale donc diagonalisable.

Pour i # j, xg, ;,(X) = (=1)"X™ donc seul 0 est valeur propre. Par suite si E; ;
est diagonalisable alors F; ; = 0 ce qui est incorrect. Conclusion Ej; ;
diagonalisable si, et seulement si, i = j.

Exercice 68 : [énoncé]

a) A ne posséde que deux colonnes différentes donc rg(A) < 2.
a b
b a
dimker A = 2n — 2 donc 0 est valeur propre de A et la dimension du sous-espace
propre associé est 2n — 2.

b) Les vecteurs * (1 L)et!(1 —1 1 —1 ) sont vecteurs propres
associées aux valeurs propres non nulles n(a + b) et n(a — b). La somme des
dimensions des sous-espaces propres vaut 2n donc A est diagonalisable.

=a? — b2 # 0 donc rg(A) = 2. Par le théoréme du rang

Exercice 69 : [énoncé]
Etudions la premiére matrice que nous noterons A.
Celle-ci est de rang 2 et on peut facilement déterminer une base de son noyau.
En posant le systeme AX = AX avec A # 0, on obtient une solution non nulle
sous réserve que

M-A+(n-1)=0

En notant \; et Ay les deux racines de cette équation, on obtient A = PDP~!
avec

1 0 1 1

P= (0) 1 : : et D = diag(0,...,0, A1, \2)

-1 - -1 1 1
0 0 0 A A

En reprenant la méme démarche avec la seconde matrice que nous noterons B, on
obtient B = PDP~! avec

1 0 0 )\1 )\2
0 1 © 2 2
p_ : T : : etD:diag(O,...,O,)\h)\Z)
:(0) 1
0 -1 -1 2 2

-1 0 - 0 A A
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ou A1, A9 sont les deux racines de

M -2\ -2(n—-2)=0

Exercice 70 : [énoncé]

lere méthode :

Notons x5, () le polynéme caractéristique de cette matrice de taille n.
Par développement du déterminant selon la derniere colonne on obtient

Xn()‘) = (1 - )‘)anl()‘) - (1 - )\)n—Q
En étudiant les premiers termes de cette suite, on conjecture
Xn(A) = (1 =N)" = (n=1)1 - 1"

que l'on vérifie aisément par récurrence. Les valeurs propres de la matrice sont
donc 1 (pour n > 3) et les deux racines A = 1+ +/n — 1.

2éme méthode :

Notons A la matrice étudiée. L’équation AX = AX donne le systéme
14+ Ty, = Axy

]+ X9 = )\CCQ

Tl + Ty = ATy,

14+ T, = Axy
331:(/\—1).732

x1=A=1)a,
Pour A = 1, on peut obtenir une solution non nulle avec les conditions z; = 0 et
Ty 4+ xy =0.
Pour A # 1, le systeme devient
(n—1z;=\—1)7x,
To = 561/()\ — 1)

Tp=x1/(A=1)

Pour z; = 0, la solution du systéme est nulle.
Pour x7 # 0, on peut former une solution non nulle & condition que
A-12=n-1

Exercice 71 : [énoncé]

A= PDP~! avec D = diag(a+ (n — 1)b,a —b,...,a — b) et
1 1 (0)

p_ -1
: o1
1 (0) -1

B =QAQ! avec

Si n est impair : A = diag(a + (n — 1)b,b—a,...,b—a,a—b,...,a —b) et

11 0) 1 (0)
(0) 1 (0) 1
Q= 0 0 -2 —2
(0) -1 (0) 1
LS o 1o
Sin pair : A =diag(a+ (n — 1)b,b—a,...,b—a,a—b,...,a—b) et
11 0) 1 (0)
. . 4
1
Q= (0) 1 (0) -1
(0) -1 (0) -1
1
-1 (0)
1 -1 0) 1

Exercice 72 : [énoncé]
a) M(a,b) = PD(a,b)P~! avec D(a,b) = diag((a +b)?, (a —b)?,a® — b, a% — b?) et

1 1 1 0
1 -1 0 1
P= 1 -1 0 -1
1 1 -1 0

b) M(a,b)" — 0 si, et seulement si, [a +b| <1, |[a —b| < 1 et |a® — b*| < 1.
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Or a? — b? = (a+b)(a — b) donc la derniere condition l'est automatiquement si les
deux premieres le sont.
L’étude graphique est alors simple.

Exercice 73 : [énoncé]
a) On charge le package linalg et on définit la matrice étudiée

with(linalg):
A:=matrix(4,4,[0,0,0,4,0,0,c,0,0,b,0,0,a,0,0,0]);

On détermine ses éléments propres
eigenvects(A);

Dans le cas ou a, b, ¢, d sont non nuls, on obtient quatre vecteurs propres non
colinéaires et la matrice est diagonalisable.
Sia=0etd#0

A:=matrix(4,4,[0,0,0,4,0,0,c,0,0,b,0,0,0,0,0,0]);

eigenvects(A);

On obtient 0 valeur propre double et le sous-espace propre correspondant est de
dimension 1.

La matrice A n’est alors pas diagonalisable.

Sib=0et c#0,ousic=0et b0, ouencoresid=0et a0, cest semblable.
Dans les cas complémentaires (par exemple a = d = 0 et b, ¢ # 0), la matrice est
diagonalisable.

b) Si u est diagonalisable alors les endomorphismes up,, ..
sont annulé par un polyndéme scindé simple annulant u).
Inversement, si les endomorphismes ug,, ..., ur, sont diagonalisables alors,
sachant £ = F; @ --- @ F),, on peut former une base de £ diagonalisant u en
accolant des bases des F; diagonalisant ug,.

Finalement, u est diagonalisable si, et seulement si, les endomorphismes

., ur, le sont aussi (car

U, ..., ur, le sont.
c) Soient (ey, ..., ea,) la base canonique de C*" et u € £(C?") de matrice A dans
cette base.

Les espaces F1,..., F, définis par F; = Vect(e;, ea,41-;) sont stables par u et
vérifient C* = F1 @ --- @ F,.

Par ce qui précede, u est diagonalisable si, et seulement si, les endomorphismes
Up, ..., ur, le sont.

Or la matrice de up, dans la base (e;, eap+1-i) est

0 agnt1—i
a; 0

et cette derniére est diagonalisable dans My (C) si, et seulement si,

ai02n+1—i 7 00U a; = agpt1—3 =0
On peut alors affirmer que A est diagonalisable si, et seulement si,

Vi € {1, R ,n},aiagnﬂ,i %0oua; = aont+1—i =0

d) Dans M5(R), la matrice

est diagonalisable si, et seulement si,

ab>0oua=b=0

En adaptant I’étude qui préceéde, on obtient que A est diagonalisable dans
Mo, (R) si, et seulement si,

Vi € {1, . ,n},aia2n+1_i >0oua; =amt+1—; =0

Exercice 74 : [énoncé]
La matrice A est la matrice dans la base canonique (1, X,..., X™) de
I’endomorphisme

uw:P€C,[X]—=nXP+(1-X%HP

Considérons alors la base de polynémes étagés (1,(X +1),...,(X +1)"). On a
u (X +DF) =nX(X +1)" + k(1 - X)(X +1)F
qui se réécrit

u((X+1)F) = — k)X + D" + (k—2n)(X + 1)
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La matrice de 'endomorphisme u dans la base (1,(X +1),...,(X 4+ 1)") est
triangulaire inférieure de coefficients diagonaux

k—2n avec k € {0,...,n}

On en déduit x4 et on observer que A possede n + 1 valeurs propres distinctes. La
matrice A est donc diagonalisable.

Exercice 75 : [énoncé]

Cas a = b =0 la résolution est immédiate.

Cas a =0 et b # 0, la matrice M,, est triangulaire supérieure stricte non nulle, elle
n’est pas diagonalisable.

Cas a # 0 et b =0, idem.

Casa=10
X, (X) = (=1)™(X = (n — Da)(X +a)"
avec
E(n—1)a = Vect(1,...,1)
et

E ,:z1+--+z2,=0

La matrice M,, est donc diagonalisable et il est aisé de former une base de

vecteurs propres.
Casa#betab#0
Apres calculs (non triviaux)

(X +a)" —a(X+0)"
b—a

X, (X) = (=1)"

Les racines de ce polynéme sont les solutions de 1’équation d’inconnue z € C

z+a\" _a

z+b) b
Il y en a exactement n s’exprimant en fonction des racines néme de 'unité.
On en déduit que M,, est diagonalisable.

Soit A une valeur propre de M, et x = (z1,. ..
L’équationM,,x = Ax équivaut au systéeme

,Zp) € C™.

—Ar1+bro+---+bx, =0
ary — A\rg +---+br, =0

ary+ -+ arp—1—Ax, =0

En retranchant a chaque équation la précédente, on obtient le systeme équivalent

—Axy +bro+---+bx, =0
(a+ Nz + (b+ N)z2 =0

(a+Nxp1—(b+Nz, =0

Puisque ce systéme est de rang n — 1 (car A est valeur propre simple) et puisque
les n — 1 dernieres équations sont visiblement indépendantes, ce systéeme équivaut

encore a
(a+Nz1+ b+ Nz =0

(a+Nzp1—(b+ Nz, =0

La résolution de ce dernier est immédiate. On obtient pour vecteur propre

x=(x1,...,2T,) avec
o — a+A\"
P \b+

Exercice 76 : [énoncé]
a) En développant selon la premiére colonne

-2 1 0 -2 1 0

. c. o :(_1)n+1a _)\ N T c.

0 - =X 1 0 - =X 1

ag  c Ap2 Qp_1— A [n] ay - Ap_2 Gp—1 — A [n—1]

puis en reprenant le processus on parvient
(—1)"+1(a0 +a A+ + an_lz\"_l - /\n)

On peut aussi retrouver ce résultat via 'opération élémentaire :
Ci+Ci+XCy+---+ A"‘lCn.
On en déduit

xu(X) = (=1)"P(X)

b) Si A est racine du polynéme P alors A est valeur propre de M. Apres
résolution, le sous-espace propre associé est engendré par la colonne

f(1 A AL
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c¢) Puisque les sous-espaces propres sont de dimension 1, la matrice M est
diagonalisable si, et seulement si, elle posseéde exactement n valeur propres ce qui
revient a dire que le polynéme P est scindé a racines simple.

Exercice 77 : [énoncé]
Via un changement de bases réalisé de sorte que les premiers vecteurs soient dans
Onfl

0 A
Si A # 0 alors A est valeur propre de A ce qui permet de diagonaliser A.
Si A est diagonalisable, sachant que A n’est pas nulle, A # 0.

le noyau de A, on peut écrire P~'AP = ( avec A = trA.

Exercice 78 : [énoncé]

Posons M = X'Y. Ona M? = X(*Y X)'Y. Or a = 'Y X est un scalaire donc
M? = aX'Y =aM.

Si a # 0 alors M annule le polynome scindé simple X (X — «) et donc M est
diagonalisable.

Si o = 0 alors M annule le polynéme X? et donc 0 est la seule valeur propre
possible. Si M est diagonalisable alors M est semblable a la matrice nulle et donc
M = O,,. Ceci est exclu car on suppose les colonnes X et Y non nulles.

Au final M est diagonalisable si, et seulement si, a # 0.

Notons que a = tr(!Y X) = tr(X?Y) = trM et que M est une matrice de rang 1.
On peut montrer qu’'une matrice de rang 1 est diagonalisable si, et seulement si,
sa trace est non nulle.

Exercice 79 : [énoncé]

Notons B = (eq,...,e,) la base canonique de K™ et f 'endomorphisme de K™
dont la matrice dans B est J.

Posons €1 = e; + - - + ey, de sorte que f(e1) = ney.

Puisque rgf = rgJ = 1, on peut introduire (ea,...,€,) base du noyau de f.

11 est alors clair que B’ = (g1, ...,&,) est une base de K" et que la matrice de f
dans celle-ci est diagonale.

Exercice 80 : [énoncé]
n
s . 2 2
En posant M = (a;a;)1<i j<n, on vérifie M = AM avec A = kz az.
1

Si A # 0 alors M annule un polynéme scindé simple, elle est donc diagonalisable.
Si A =0 alors M2 = 0 et donc M est diagonalisable si, et seulement si, M = 0 ce
qui revient & (ai,...,a,) = 0.

Exercice 81 : [énoncé]

Si A est diagonalisable alors il existe une matrice P inversible telle que
P~'AP = D diagonale. En transposant, tP*A*(P~!) = D c’est-a-dire
Q'AQ~! = D avec Q =P inversible d’inverse Q—! = {(P~1).

Exercice 82 : [énoncé]
Il existe des matrices P € GL,(K) et D € D, (K) telles que

AB = PDP™!

On a alors
A(BA)A’1 = ppp!

o BA=(A"'P)D(P7'A) = (A"'P)D(PtA)!

Exercice 83 : [énoncé]

Soient F7 et Fy des sous-espaces vectoriels supplémentaires de dimension p et ¢
d’un K-espace vectoriel E. Soit B = (B;, Bz) une base adaptée a la
supplémentarité de Fi et Fy et f1, fo et f les endomorphismes de Fy, Fs et E
déterminés par Mat(f1,B1) = A1, Mat(f2, B2) = Ag et Mat(f, B) = A. Il est clair
que pour tout A € K, on a Ex\(f) = Ex(f1) ® Ex(f2). En caractérisant la
diagonalisabilité par la somme des dimensions des sous-espaces propres, on
conclut a I’équivalence voulue.

Exercice 84 : [énoncé]

_ (X
a) X = < X, >,
BX = )\X & Xy = /\XletAXl =X & Xy = A X etAX; = A2X1.
Par conséquent \ est valeur propre de B si, et seulement si, A2 est valeur propre
de A.

b) Si A = O, alors A est diagonalisable mais pas B.
En effet, 0 est la seule valeur propre de B alors que B # O,,.

Exercice 85 : [énoncé]
a) On vérifie
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b) On observe

I, D\ '( A C I, DY _ (A E
On I, O, B O, I, )\ 0, B
avec E = AD+ C — DB.

Pour conclure, montrons qu'il existe D € M,,(C) vérifiant DB — AD = C.
Considérons pour cela 'endomorphisme ¢ de M,,(C) défini par

o(M)=MB — AM

Pour M € kery, on a MB = AM.
Pour tout X vecteur propre de B associé a une valeur propre A, on a

AMX = MBX = \MX

Puisque A\ est valeur propre de B, A n’est pas valeur propre de A et donc

MX =0,1.

Puisqu’il existe une base de vecteurs propres de B et puisque chacun annule M,
onaM=0,,.

Ainsi 'endomorphisme ¢ est injectif, or M,,(C) est de dimension finie donc ¢ est
bijectif. Ainsi il existe une matrice D telle o(D) = C' et, par celle-ci, on obtient la
similitude demandée.

Exercice 86 : [énoncé]
11 existe des matrices P € GL,(R) et D € D,,(R) telles que

B=pPDpP!
Si AB3 = B3 A alors
APD3P~ ' = PD3P A
puis on obtient
MD? =DM

avec M = P~1AP.

Notons m; ; le coefficient général de M et Aq, ...
D.

La relation M D3 = D3M donne

, An les coefficients diagonaux de

V(i,j) € {1,....n}  mi A = my ;A3

et donc
Y(i,j) € {1,...,n}2,mi’j =0ou A\ = )\?

Comme la fonction z +—+ 22 est injective sur R, on obtient
V(Z,j) S {1,...7n}2,mi,j =0ou )\ = )\j

et donc
MD =DM

puis
AB = BA

Exercice 87 : [énoncé]
On peut écrire
A=PDP et B=QAQ !

avec P,Q € GL,(K) et D, A € M, (K) diagonales.
Si APMQ? = O, alors
DPNAY =0,

avec N = P7'MQ = (n; ;).
En notant Aq,..., A, et uq, ..., p, les coefficients diagonaux de D et A, on obtient
V(i,j) € {1,...,n}>, Ainijpug =0

et donc
v(l’j) G {17"‘771/}2’Aini7jﬂj = 0

puis
DNA =0,

ce qui permet de conclure.

Exercice 88 : [énoncé]
Puisque Im(u — Idg) NIm(u + Idg) = {0}, on a

rg(u —Idg) + rg(u+ Idg) < dim E
puis par la formule du rang
dimker(u — Idg) + dimker(u + Idg) > dim E

On en déduit que u est diagonalisable de valeurs propres possibles 1 et —1.
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Exercice 89 : [énoncé]

a) clair, notamment il n’y a pas de probléme sur le degré de ¢(P).

b) (X*) = X* — k(X +1)X* 1 = (1 — k) X*¥ — kX*~L. La matrice de ¢ dans la
base canonique de E est triangulaire supérieure. Les coefficients diagonaux sont
alors les racines du polynoéme caractéristique et ce sont donc les valeurs propres de
¢ asavoir 1,0,—1,...,(1 —n). Ces n+ 1 = dim E valeurs sont distinctes donc ¢
est diagonalisable.

Exercice 90 : [énoncé]

L’application f est clairement linéaire de R [X] vers lui-méme. De plus, si

deg P < n, il est aisé d’observé que deg f(P) < n. On peut donc conclure que f
est un endomorphisme de R,, [X]. Pour tout k € {0,...,n},

FXF) =k(k+1)X* — k(k — 1)X*~2 ce qui permet de former la représentation
matricielle souhaitée. On constate alors que la matrice de f est triangulaire de
coefficients diagonaux 0,...,k(k+1),...,n(n + 1) distincts. Il est alors aisé de
calculer le polyndéme caractéristique de f est de conclure que f est diagonalisable,
de valeurs propres 0,...,k(k+1),...,n(n+ 1) et de sous-espaces propres de
dimension 1.

Exercice 91 : [énoncé]

a) Si deg P < n—1, il est clair que ¢(P) € E. Si deg P = n apres simplification
des termes en X" ! on obtient que ¢(P) € E. La linéarité de ¢ est claire et donc
on peut conclure que ¢ est un endomorphisme.

b) La matrice de ¢ dans la base canonique est tri-diagonale et peu pratique.
Formons plutdt la matrice de ¢ dans la base des (X — a)*

o((X —a)*) = k(X —a)*(X —b) —nX (X — a)¥ donc

o((X —a)k) = (k—n)(X — a)** + (k(a — b) —na)(X — a)* et cette fois-ci la
matrice de ¢ est triangulaire inférieure a coefficients diagonaux distincts :
—nb,—(a+ (n —1)b),—(2a + (n — 2)b),...,—((n — 1)a + b), —na qui sont les
valeurs propres de ¢. Puisque ¢ admet n 4 1 valeurs propres distinctes et que
dim F = n + 1, on peut conclure que ¢ est diagonalisable

Exercice 92 : [énoncé]

Si M appartient a 'hyperplan des matrices de trace nulle alors ¢(M) = M et
donc M € E1(¢).

Ainsi 'espace propre E;(¢) est de dimension au moins égale a n? — 1.

De plus, ¢(1I,,) = (n + 1)I,, donc 'espace propre E,,11(¢) est de dimension au
moins égale a 1.

Puisque la somme des dimensions des sous-espaces propres est au moins égale a
n? = dim M,,(R), 'endomorphisme ¢ est diagonalisables (et les inégalités
précédentes étaient des égalités).

Exercice 93 : [énoncé]
a) Soit P un polynéme. P(F)(u) = P(f)owu donc P(f) =0« P(F)=0. La
diagonalisabilité étant équivalente a l'existence d’un polyndme scindé a racines
simples, on peut conclure.
b) f et F ont le méme polynéme minimal donc les mémes valeurs propres.
c) Tout u € L(E,Ex(f)) C L(E) est élément de E)(F) donc
dim E\(F) = dim E x dim E)(f). Mais par diagonalisabilité dim L(F)) =

> dimE\(F)>dimE x Y, dimE\(f) = dim E? = dim £(E) et donc on
AESP(F) AESp(/f)
a les égalités dim F\(F) = dim E x dim E)(f) pour tout A € Sp(f).

Exercice 94 : [énoncé]

a) oui

b) Pour f € L(F).

Si Imf C Imp et kerp C ker f alors F(f) = f.

Un tel endomorphisme f est entierement déterminé par sa restriction de Imp vers
Imp.

On en déduite dim F;(F) > (dim Imp)?.

Si Imf C kerp et Imp C ker f alors F(f) = 0.

Un tel endomorphisme f est entierement déterminé par sa restriction de ker p vers
ker p.

On en déduit dim Eo(F) > (dim ker p)2.

Si Imf C Imp et Imp C ker f alors F(f) = 3 f.

Un tel endomorphisme f est entierement déterminé par sa restriction de ker p vers
Imp.

Si Imf C kerp et ker p C ker f alors F(f) = %f

Un tel endomorphisme f est entierement déterminé par sa restriction de Imp vers
ker p.

De plus un endomorphisme appartenant a ces deux derniéres catégories est
nécessairement nul.

On en déduit dim Ey /o(F) > 2dimker p x dim Imp.

Or (dim Imp)? + 2 dim ker p dim Imp + (dim ker p)? = (dim Imp + dim ker p)? =
dim E? = dim £(FE) donc

F est diagonalisable et

¢) dim By (F) = (dim Imp)?, dim Eo(F) = (dimker p)? et

dim E4 j5(F) = 2dim ker p x dim Imp.
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Exercice 95 : [énoncé]

B=oa(X —x)... (X —z,).

Si P € R, [X] est vecteur propre de ® associé a la valeur propre A alors

B | (A — X\)P. Pour des raisons de degré, B et A — X ne peuvent étre premiers

entre eux, ces polyndémes ont donc une racine commune. Ainsi il existe

i €{0,...,n} tel que A = A(z;). Inversement pour A = A(x;),

P= 1] (X —uzj), ®(P)= AP avec P # 0. Ainsi Sp® = {A(x;)/i € [0,n]}.
J=0,j#i

Précisons le sous-espace propre associé a la valeur propre A = A(z;). Quitte &

réindexer, on peut supposer que A = A(xg).

S’il existe d’autres x; tels que A = A(z;) on réindexe encore les z1, ..

que A = A(xg) = ... = A(zp) et A # A(zps1),. .., A(zy,). Ainsi zo, ..

racines de A — X alors que p41, ..., Ty, ne le sont pas.

Pour P € R, [X], on a ®(P) = AP si, et seulement si, B | (A — A)P. Or

A—X=(X—10)...(X —x,)A avec 211, ...,x, non racines de A. Puisque

(X —2pi1)... (X —z,) NA=1, B| (A~ \)P équivaut a

(X —zpy1)... (X —a) | P.

Ainsi Ex(®) = {(X —zpy1) ... (X —2,)Q/Q € R, [X]}.

La somme des dimensions des sous-espaces propres étant égal a la dimension de

I’espace, ® est diagonalisable.

., x, de sorte
., Ty sont

Exercice 96 : [énoncé]

Posons ¢ 'endomorphisme de £(E) étudié. On observe que ¢* = ¢. Par
annulation d’un polyndéme scindé simple, on peut affirmer que ¢ est diagonalisable
de seules valeurs propres possibles 0,1 et —1.

En introduisant une base adaptée a la projection f, la matrice de cet

. I. 0
endomorphisme est ( 0 0 )

En notant ) la matrice de u dans cette base, on obtient :

C D
p(u) =0 B=0et C=0.
dpu)=u=A=0,C=0et D=0.
pu)=—u<sA=0,B=0et D=0.

Exercice 97 : [énoncé]

Si b= 0 alors f = 0. Sinon, par la formule du double produit vectoriel
f(@) = (a]z)b—(a]b)z.

f(b) =0 et pour tout = € Vect(a)t, f(z) = —(a | b)z.

Si (a | b) # 0 alors f est diagonalisable dans une base adaptée a

R? = Vect(a) @ Vect(b).

Si (a | b) =0 alors f(x) = (a | z)b et tout vecteur propre de f est soit colinéaire a
b, soit orthogonal & a. Or b est orthogonal & a donc les vecteurs propres de f sont
tous orthogonaux a a. Dans ce cas f est diagonalisable si, et seulement si, a = 0.

Exercice 98 : [énoncé]

Supposons f diagonalisable et soit B = (eq,...,e,) une base de vecteurs propres
de f. Pour 1 <7,j < n, on pose g; ; 'endomorphisme de E déterminé par
gij(er) = 0; xe;. La famille (g; ;) est une base de L(E) et on observe

T(gi,;) = (A — Ak)gi,; donc T est diagonalisable.

Supposons f nilpotente, c’est-a-dire qu’il existe n € N* pour lequel f™ = 0.
Puisque T?(g) est combinaison linéaire de termes de la forme f* o go fP=F il est
assuré que 72" = 0 et donc que T est nilpotente.

Exercice 99 : [énoncé]
(=) Supposons f et g commutent.

Vo € ker(f — AId), (f — AId)(g(z)) = g(f(x) — Az) =0

donc ker(f — A\Id) est stable par g.
(«=) Supposons que chaque sous-espace propre soit stable par g.

Puisque E = @& E\(f), pour tout z € F, on peut écrire z = >, ) avec
A€eSp(f) A€ESp(f)
x) € )y et alors
(gof)@)= D Aglaa) = (fog)(a)
AESP(f)
donc fog=go f.
Exercice 100 : [énoncé]
Notons A1, ..., A, les valeurs propres deux a deux distinctes de v et pq, ..., u, des

complexes tels que u% = Ai. Par interpolation, il existe un polynéme P (de degré
strictement inférieur a n) tel que P(A;) = ug. Considérons alors u = P(v). Pour
tout z € Ej, (v), u(z) = P(v)(x) = P(\x)(x) = pgx donc u?(x) = Az = v(x). Les
endomorphismes u? et v coincident sur les espaces propres de v dont la somme est
égale a F car v est diagonalisable.

Exercice 101 : [énoncé]
Rappelons que tout endomorphisme d’un C-espace vectoriel possede au moins un
valeur propre.
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lére démarche : Soit A une valeur propre de f. E\(f) est stable par f et donc

possede un supplémentaire F' stable par f.

Si F' = {0} alors f est diagonalisé.

Sinon, la restriction de f a F posséde au moins une valeur propre p qui est bien

entendu valeur propre de f. L’espace Ex(f) @ E,(f) est stable par f et donc

posséde un supplémentaire G stable par f.

Si G = {0} alors f est diagonalisé.

Sinon, on itére le processus.

2éme démarche : Le sous-espace vectoriel F' = \ GSB ; E\(f) est stable par f, il
€5p

admet donc un supplémentaire stable G, si G # {0} alors fg admet un vecteur
propre qui sera aussi vecteur propre de f donc élément de F'. C’est contradictoire
donc G={0}et E= @ E\(f).

AESPS

Exercice 102 : [énoncé]

a) ok

b) Supposons g € Cy. Pour tout A € Sp(f) et tout « € Ex(f),

flg(z)) = g(f(x)) = g(Ax) = Ag(z) donc g(x) € Ex(f). Ainsi les sous-espaces
propres sont stables par g.

Inversement, supposons que chaque sous-espace propre soit stable par g. Pour
tout € E, on peut écrire x = Y, xzjetona

AeSp(f)
g(f@)=g| D Azl = D Ag(z)
XESP(f) AESP(f)

et

Doogla) | = >0 Aglan)

AESP(f) AESP(f)

flg(z)) = f

donc f et g commutent.
¢) Considérons ¢ : L(E) — [[ L(Ex(f)) Pendomorphisme défini par ¢(g) est
AESp(f)
le produit des restrictions aux E)(f) de g. Cette application est bien définie en
vertu des stabilités évoquées en b). Cette application est clairement bijective car,
par diagonalisabilité de f, E= & FE\(f) et qu’on sait une application g est
AESP(f)

alors entiérement déterminée par ses restrictions aux FE)(f). Par isomorphisme
dim Cf = E Oz%\.
AeSp(f)

d) Iei dimCy =netlesId, f,..., f™~ ! sont clairement éléments de Cy.

Supposons AgId + A1 f + -+ 4+ A1 f*~F = 0. Posons

P=Xg+MX+ -+ X1 X" L Ce polynéme est annulateur de f donc les
valeurs propres de f en sont racines. Ce polynéme possede au moins n racines, or
il est de degré strictement inférieur a n, donc il est nul et ainsi

AMN=...= 1 =0.

Finalement (Id, f,..., f"~!) est une famille libre formé de n = dim C; éléments de
Cy, c’en est donc une base.

Exercice 103 : [énoncé]

a) Notons A1, ..., A\, les n valeurs propres distinctes de f et 21, ..
vecteurs propres associés. La famille (z1,...,x,) est base de E.
Posons a = x1 + - - - + x,,. Pour tout k € {0,1,...,n— 1},

., T, des

fHa) = Mz 4+ Ay,

Supposons aga + oy f(a) + -+ + a,—1f""(a) = 0. En exprimant cette relation en
fonction des vecteurs de la famille libre (z1,...,2,), on parvient &
P(A)=...=P(\,) =0 avec

P:a0+a1X+~~+an_1X”71

Le polynéme P admet plus de racines que son degré donc P = 0 puis
oag=...=ap_1 =0.

Ainsi la famille (a, f(a), ..., f" *(a)) est libre et finalement base de E.
b) La matrice de f dans la base considérée est de la forme

0 0 (7))
1 .

0
0 1 Ap—1

avec
f“(a) = qpa + Oélf(a) + .o+ an—lfn_l(a)

Exercice 104 : [énoncé]

a) ¢(E; ;) = (A — A\j)E; ;. La matrice de ¢ relative & la base canonique de

M, (K) est diagonale.

b) Soit B une base de E dans laquelle 'endomorphisme f est représenté par une
matrice diagonale D. En introduisant 'image réciproque de la base canonique de
M, (K) par l'isomorphisme de représentation matricielle dans B, on obtient une

base de L(E) dans laquelle ¢ est représenté par une matrice diagonale.
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Exercice 105 : [énoncé]

Les endomorphismes recherchés sont les endomorphismes diagonalisables.

En effet, si f est diagonalisable et si F' est un sous-espace vectoriel stable par f

alors puisque fr est diagonalisable, il existe une base de F' formée de vecteurs

propres de f. En complétant cette base a I'aide de vecteur bien choisis dans une

base diagonalisant f, les vecteurs complétant engendrent un supplémentaire de F'

stable par f.

Inversement, si f € L(E) vérifie la propriété proposée alors le sous-espace vectoriel

F= N % ; E\(f) étant stable par f, celui-ci admet un supplémentaire stable. Or f
€5p

ne posséde pas de vecteurs propres sur ce dernier et celui ne peut donc qu’étre {0}
car ici le corps de base est C. Par suite F' = E et donc f est diagonalisable.

Exercice 106 : [énoncé]

On vérifie aisément que @ est endomorphisme de Sz(R).

a) En choisissant la base de Sa(R) formée des matrices By 1, E29 et Eq o+ Eg1,
on obtient la matrice de ® suivante

2a 0 2b
0 2d 2¢c
c b a+d

b) Par la régle de Sarrus, on calcule x¢(\) et on obtient
Xa(2A) = —4(2A — (a + d))xa(A)

¢) Posons A égal au discriminant de x 4.
Si A > 0 alors x¢ posséde trois racines réelles distinctes

a—l—d,a—&—d—l—\/ﬂet a+d—VA
Si A =0 alors x¢ posséde une racine réelle triple
a+d

Si A < 0 alors xg possede une racine réelle et deux racines complexes non réelles.
Supposons ¢ diagonalisable.

Le polynéme caractéristique de ® est scindé sur R donc A > 0.

Si A > 0 alors x4 posséde deux racines réelles distinctes et donc la matrice A est
diagonalisable.

Si A =0 alors @ est diagonalisable et ne posséde qu’une seule valeur propre

A = a + d donc 'endomorphisme ® est une homothétie vectorielle de rapport égal

a cette valeur propre. On obtient matriciellement

2a 0 2b a+d 0 0
0 2d 2¢ = 0 a+d 0
c b a+d 0 0 a+d

On en déduit
a b a 0
A= < c d ) o < 0 a )
et donc la matrice A est diagonalisable.
d) Supposons A diagonalisable
Le polynéme caractéristique de A est scindé sur R donc A > 0.

Si A > 0 alors ® est diagonalisable car posséde 3 valeurs propres réelles distinctes.
Si A = 0 alors A possede une seule valeur propre et étant diagonalisable, c’est une

matrice scalaire
a O
a=(5 )

et alors la matrice de ® est diagonale

20 0 O
0 2a¢ O
0 0 2a

Exercice 107 : [énoncé]
A est diagonalisable avec SpA = {1,4}.
Pour P, un polyndéme vérifiant P, (1) = 1" et P,(4) = 4", on a A™ = P(A).

P,=1"+ %(X — 1) convient et donc A" = 4"3_1/1 + %Ig.

Exercice 108 : [énoncé]

a) a =trd =2cosf et § = —det A = — cos 26 conviennent.

b) Les racines de X2 — 2cos 0.X + cos 26 sont cos ) + sin § et cos§ — sin 6.
Réalisons la division euclidienne X™ par X2 — 2 cos #X + cos 26.

X" = (X?—2cos0X + cos20) Q(X) + R(X) avec deg R < 2,

R(cosf +sinf) = (cosf +sind)™ et R(cosf —sinf) = (cosf —sinf)™.

On obtient R = (€ 9+Sin9);;;}fgosa_51n D (X — cos — sin ) + (cos § + sin 0)".

Exercice 109 : [énoncé]
a) sp(4) = {1, 3, —4}.
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b) 1l existe une matrice P inversible tel que A = PDP~! avec D = diag(1, 3, —4).
Si M € M,,(C) est solution de I’équation M? = A alors (P~"*MP)? = D et donc
P~'MP commute avec la matrice D. Or celle-ci est diagonale & coefficient
diagonaux distincts donc P! M P est diagonale de coefficients diagonaux a, b, ¢
vérifiant a? = 1, b?> = 3 et ¢® = —4. La réciproque est immédiate. Il y a 8 solutions
possibles pour (a,b,c¢) et donc autant de solutions pour M. Les solutions réelles
sont a fortiori des solutions complexes or toutes les solutions complexes vérifient
trM = a+ b+ ¢ € C\R. Il n’existe donc pas de solutions réelles.

Exercice 110 : [énoncé]
a) det(A — AI) = (A —2)(A—6).

dxr + 3y = 2z 1 s
Sz+y=0et est vecteur propre associé a la valeur
T+ 3y =2y -1
propre 2.
dx + 3y = 6z 3 N
& —z+3y=0et est vecteur propre associé a la valeur
z + 3y = 6y 1
propre 6.

Ona A= PDP! avec

13 2 0
P<—1 1)etD<0 6>

b) Si M est solution alors P~ M P est solution de ’équation X2 + X = D donc
P~ 'MP et D commutent or D est diagonale & coefficients diagonaux distincts
donc P~'M P est diagonale

¢) Les coefficients diagonaux a, b vérifient a*> + a =2 et b*> + b =6 donc a = 1 ou
a=—2et b=2oub= —3. Au termes des calculs on obtient les solutions

1(7 3 -2 -3 1 3\ 1/ -1 -3
a1t 5 ) U=t 0 oL =1 )2 -1 -9

Exercice 111 : [énoncé]

a)

det(J — \.I,)) = 0 | = (=N (=) = (D (A — 1),

J possede exactement n valeurs propres qui sont les racines n eme de l'unité
WO, +vy W1 AVEC W)y = €.

b) Soit P € GL,,(C) la matrice de passage telle que J = PDP~! avec

D = diag(wo, ..., wn—1)-

ao ai an—1
A= Gn-1 :aol+a1J+a2J2+-~~+an_1J"71
ay
ai an—1 ao
n—1
donc P71AP = apl +a1D + CL2D2 + -+ an,lD"_l = diag(( Z akwf)ogign,1
k=0
n—1n—1
puis det A = det(P~'AP) = [[ Y arwl.
1=0 k=0

Exercice 112 : [énoncé]
La colonne * ( 1 1 1 ) est vecteur propre associé a la valeur propre 6.

Les deux matrices ont le méme polynoéme caractéristique et celui-ci a pour racines
6, 73451\/5 ot 73721\/3_

Ces deux matrices sont semblables & diag ( 6, _3%"\/5, —3-iv3

o ) et donc a fortiori

semblables entre elles dans M,,(C), mais aussi, et c’est assez classique, dans

Mo (R).

Exercice 113 : [énoncé]
©(I3) =1 donc si P est inversible alors p(P~1) = ¢(P)~!. Par suite, si A et B
sont semblables alors p(A) = ¢(B).

. w0 1 0 1 0\ .
Puisque ( 0 1 ) et ( 0 4 ) sont semblables, <p< 0 u )" 14 puis

® < A 2 > = Au. Ainsi pour A diagonale, p(A) = det A et plus généralement

0
cela vaut encore pour A diagonalisable. Si A est une matrice de M2(C), non
diagonalisable, celle-ci est semblable & une matrice de la forme 6\ ?\é .

Si A =0 alors A% = 0 et donc ¢(A) = 0 = det A.

. . A« 1 0 (XA « A«
Sl)\;éOalorspulsque(O A)(O 2)—(0 2/\)etque(o 2/\>est
diagonalisable, on obtient 2¢p(A) = 2A? = 2det A et on peut conclure.
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Exercice 114 : [énoncé]

a) C’est du cours.

b) On charge le package permettant les manipulations linéaires puis on définit la
matrice

with(linalg):
A:=matrix(4,4,[20,12,-4,12,-4,-3,9,-5,-4,1,5,-5,-8,-10,6,-2]);
On recherche les éléments propres de cette matrice

eigenvects(A);

On peut conclure que A est diagonalisable semblables & diag(8,4,12, —4) et
concrétiser cette diagonalisation

P:=concat(vector([-2, 3/2, 3/2,
evalm(inverse (P)&*A&*P) ;

1]) ,vector([-2,

On peut faire la méme étude avec la deuxiéme matrice

B:=matrix(4,4,[-12,
eigenvects(B);

Q:=concat(vector([-4, 1,
evalm(inverse (Q) &*B&*Q) ;

-16,-8,-4,4,13,1,-1,4,5,9,-1,8,10,2,6]1);

1, 21),vector([1, 0,-3, 1]),vector([O,

et on observe que la deuxiéme matrice est semblable & diag(—4, 8, 8,4).

Puisque dans les deux cas la matrice A est diagonalisable, les matrices commutant
avec A sont celles laissant stables les sous-espaces propres de A.

Dans le premier cas, les matrices commutant avec A sont de la forme PDP~!
avec D matrice diagonale et P la matrice de passage définie dans le code Maple
précédent..

L’ensemble de ces matrices est une sous-algeébre de dimension 4 de My(K).

Dans le deuxiéme cas, les matrices commutant avec A sont de la forme QAQ ™!
avec A diagonale par blocs de la forme suivante

0
0
0

S oo
O QU oo
[ I e W en)

0 f

et @ la matrice de passage définie dans le code Maple précédent

L’ensemble de ces matrices est une sous-algébre de dimension 6 de M,y (K).

c) Dans les deux cas, si X est solution de I'équation X2 = A alors X commute
avec A et la droite vectorielle sous-espace propre associée a la valeur propre

1, 1, 2]),vector([-4,

-

1,-3, 2]),vector([-2, 1,

strictement négative de A est stable par X (aussi argument det A < 0 permet
d’affirmer I'incompatibilité de 'équation X? = A dans My (R)).

Dans M4(C), les solutions de I’équation X2 = A sont & rechercher parmi les
matrices commutant avec A et sont donc de la forme PDP~! (ou QAQ™!) avec
D (ou A) de carré convenable.

Dans le premier cas, on obtient 16 solutions de la forme

2\@51 (0)

282
2\/§€3
(0) 2i54

P71

avec ; = %1.
Une solution particuliére est obtenue par

11));

vecto r
¥sqrt (3) ,2+I)&*inverse(P));

eval ](>P&*d1ag *sqrt(’2) 2,

La somme des solutions est nulle et le produit des solutions vaut AS3.
Dans le second cas, on obtient une infinité de solution de la forme

2’i€1 (0)
1, 219 2v25 Q™
(0) 252
avec g; = 1 et S € Mo(C) vérifiant S? = I,.
Une solution particuliére est obtenue par

evalm(Q&*diag(2*I,2*sqrt(2),2xsqrt(2),2)&*inverse(Q));

Exercice 115 : [énoncé]

a) Pour tout élément A € G, on a A~! = A. On en déduit que pour tout 4, B € G,

AB=(AB)"'=B'A"'=BA

b) Montrons le résultat par récurrence forte sur n > 1.

Pour n =1, la propriété est immédiate.

Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 > 1.

Soit G un sous-groupe de GL,,(R) vérifiant la propriété de ’énoncé.

S’il n’existe pas d’autre élément dans G que I, et —1I,,, la propriété est acquise.
Sinon, il existe un élément A € G autre que I,, et —I,,. Puisque 42 = I,,, on a

ker(A —1I,) @ ker(A+ I,,) =R"
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Il existe donc une matrice inversible P vérifiant Exercice 116 : [énoncé]
I 0 a) Puisque de taille 3 avec 3 valeurs propres distinctes, la matrice A est
P—lAP _ r r,n—r . . A ..
=\ o, i diagonalisable et son polynéme minimal est
Soit M un autre élément de G. Puisque A et M commutent, les sous-espaces My =(X+2)(X -1)(X -3)
propres de A sont stables par M et on peut donc écrire
v La division euclidienne de X™ par Il 4 s’écrit
P*lMP — ( Or,n[/—r )
On—ryr M X" =114Q + R avec deg R < 2
Sachant M2 =1I,, ona M'? = I, et M"? = I,,_, de sorte que les ensembles G’ et Le polynéme R peut s'écrire
G" formés des matrices M’ et M" ainsi obtenues sont des sous-groupes de
respectivement (GL,(R), x) et (GL,—_.(R), X). Par hypothése de récurrence, il R(X)=a(X —1)(X —3)+b(X —3)+c
existe P’ et P” inversibles telles que
VM e . P-'M'P € D (K) et VM e " P"IM"P" € D (K) et I’évaluation de la relation division euclidienne en —2, 1 et 3 donne
et en posant alors 15a —5b 4 c = (=2)"
2b4+c=1
P/ OT n—r
on a puis
VM € G,Q7'MQ € D,(K) g+l (—2)ntl 5
Récurrence établie. “= 30
¢) Les matrices appartenant & G sont semblables, via une méme matrice de b— 3" -1
passage, a des matrices diagonales dont les coefficients diagonaux ne peuvent 2
quétre 1 et —1. Il n’existe que 2" matrices de ce type dans M, (R), on en déduit c=3"
CardG < 2" et enfin
d) Soit ¢ un isomorphisme de (GL,(R), x) vers (GL,,(R), x). RIX) = gl — (—2)n+l — 5X2 3ntl 4 (=2)n+3 4 5X 3" —(=2)" -5
Considérons I’ensemble G formé des matrices diagonales M de M, (R) vérifiant (X) = 30 + 30 +- 5
M? = I,,. G est un sous-groupe de (GL,(R), x) de cardinal exactement 2. . ) o . )
Puisque pour tout M € G En évaluant la relation de division euclidienne en A, on obtient
2 2y = = 3t — (=2)"*tl -5 3t 4 (=2)"*t3 4+ 5 3"+ (-2)"+5
QD(M) @(M ) (P(In) Im A" = R(A) — (30) A2—|— + (30) + A—|— + (5 ) + 13

Pensemble ¢(G) est un sous-groupe de (GL,,(R), x) vérifiant
VM’ € o(G),M"? = I,

Par I’étude qui précede, on peut affirmer

Cardp(G) < 2™

et puisque

Cardp(G) = CardG = 2"

on en déduit n < m.

Un raisonnement symétrique donne m > n et permet de conclure.

b) En vertu de ce qui précede
chA = a A% + BA+~I;

avec
—+o0

1R 32 22n X 1
=5 (0% o 2 S )

n=0
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et donc
o — 3ch3 + 2ch2 — 5chl

30

De méme, on obtient

3ch3 — 8ch2 + 5chl ¢ 5chl + ch2 — ch3
= e =

B 30 7 5

Exercice 117 : [énoncé]

a) Puisque f posséde n valeurs propres en dimension n, il est diagonalisable et ses
valeurs propres sont simples. Les sous-espaces propres de f sont donc de
dimension 1.

b)gof=g"=fogy.

Puisque f et g commutent, les sous-espaces propres de f sont stables par g.

Si z est vecteur propre de f associé a la valeur propre X alors g(z) appartient au
méme sous-espace propre et puisque celui-ci est une droite et que x est non nul,
g(x) est colinéaire & x. Ainsi  est vecteur propre de g.

¢) Notons Ap, ..., A\, les valeurs propres de f et considérons une base de vecteurs
propres de f dans laquelle la matrice de f est

D = diag(A1, ..., \n)

Un endomorphisme g de E vérifiant g2 = f a une matrice diagonale dans la base
de vecteurs propres de f précédente.
Résoudre I’équation g2 = f revient alors & résoudre I'équation A% = D avec A la
matrice diagonale

A = diag(aq, ..., ap)

L’équation A? = D équivaut a

Si les A; ne sont pas tous positifs ou nuls, il n’y a pas de solutions.
Si les \; sont tous positifs ou nuls alors les solutions de I’équation g% = f sont les
endomorphismes représentés dans la base de vecteurs propres de f par les matrices

diag(£v/ A1, ..., 2V An)

Si aucune des valeurs propres n’est nulle, il y a 2™ solutions et si I'une d’elle est
nulle, il y a 277! solutions.

Exercice 118 : [énoncé]
Supposons que I’équation étudiée admet une solution 6.
En passant aux parties réelle et imaginaire on obtient

cosf + coskf =1
sinf + sinkf =0

La deuxieme équation donne
0=—-kO [2n] oubd=m—kO [27]

Si0=m—k6
Si0=—ko

[27] alors cosf + cos k€ = 0 et le systéme initial n’est pas vérifié.
[27] alors

cosf 4 coskf =1 < cosf =1/2

ce qui donne §# = /3 [27] ou = —7/3 [27].

Cas 0 =n/3 [27]

On obtient
0 =m/3+ 2pm
(k+1)0 =2qm
avec p,q € Z.
On a alors

(6p+1)(k+1) =60

Puisque 6¢ A (6p + 1) = 1, le théoréeme de Gauss donne 6 | (k + 1).
Inversement, si 6 | (k + 1) alors on peut écrire k + 1 = 6 et pour § = 7/3

eiTr/S +ei(6571)7r/3 _ eiﬂ'/S + efiﬂ'/S -1
donc I’équation étudiée admet au moins une solution.
Cas 0 = —w/3 [27]

Une étude semblable conduit a la méme condition.
Finalement, I’équation étudiée possede une solution réelle si, et seulement si,

6](k+1)
b) Supposons que 6 divise k + 1. Pour § = /3 on a
0if 1 ik _
donc en multipliant par e~**¢

e=ik0 _ 1 | oilk=1)8
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La suite v de terme général v,, = e~ vérifie alors

Vn € N,vp k= Un + Ungi—1

et donc la suite u = Rev est un élément non nul de Si. Puisque

Un = COS

la suite u est périodique et non nulle.

Inversement, montrons qu’il est nécessaire que 6 divise k 4+ 1 pour qu’il existe une
suite périodique non nulle dans Si. On vérifie aisément que Sy est un R-espace
vectoriel de dimension k£ dont une base est formée par les suites eg, e, ..
déterminées par

<y €k—1

VO<n<k—1ej(n) =0, et VneNej(n+k)=e;(n)+ej(n+k—1)

Considérons I'endomorphisme 7T : (u,,) > (uy41) opérant sur RY.

On vérifie aisément que T laisse stable Sj ce qui permet d’introduire
I’endomorphisme induit par T' sur S, que nous noterons encore 1'. Affirmer
Pexistence d’une suite périodique non nulle dans Sy signifie que 1 est valeur
propre d’une puissance 77 de T'.

La matrice de T dans la base (eg,...,ex—1) est
0 -+ -~ 0 1
1o © 0
0
oo .00
o -~ 0 1 1

car T(ex—1) = ex—1 + €. Le polynome caractéristique de T' est

-X 0 0 1

1 —-X . 0
xr(X)=| o . . 0

: i 1 -X 0

0 0 1 1-X

Par l'opération Ly < L1 + X Lo+ X2Ls +---4+ X" 'L, on obtient

xr(X) = (-1 (X — X"t —1)

Les valeurs propres complexes de T' sont alors les racines du polynéme
XF - xkt 1

On vérifie que ce polyndme et son polyndéme dérivé n’ont pas de racines en
commun ; on en déduit que T admet exactement k valeurs propres complexes
distinctes. L’endomorphisme T est diagonalisable dans le cadre complexe, il en est
de méme de T'? dont les valeurs propres sont alors les puissances géme des valeurs
propres de T'. Ainsi 1 est valeur propre de T si, et seulement si, il existe A € C tel
que

M AL 1 =0et N =1

Un tel nombre complexe peut s’écrire A = e~ et ’on parvient alors & 'existence
d’une solution a I’équation
619 + ezk0 -1

et donc a la condition 6 | (k + 1).

Exercice 119 : [énoncé]
Introduisons la colonne X,, =* ( Up Uy Wy ) et la matrice

de sorte qu’on ait X,, 11 = AX,, et donc X,, = A" Xj.
Apres réduction, on a A = PDP~! avec

1 0 0 1 1 1
D=0 -2 0 ,P=]11 -1 0
0 0 -2 1 0 -1

On a alors A" = PD"P~! puis
X, =PD"P "X,
La suite (X,,) converge si, et seulement si, la suite (P~!X,,) converge. Or
P'X, =D"P'X,

converge si, et seulement si, les deux derniéres coefficients de la colonne P~ X
sont nuls ce qui donne X de la forme

A
Xo=P| O] =1]2A
A
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Finalement, les suites (un)n>0, (Vn)n>0 €t (wn)n>0 convergent si, et seulement si,
Uy = Vg = Wy (et ces suites sont alors en fait constantes. . )

Exercice 120 : [énoncé]
Son polyndéme caractéristique est scindé.

Exercice 121 : [énoncé]

a) A est annule le polynéme x4 qui est scindé donc A est trigonalisable.

b) Soit T' une matrice triangulaire semblable & A. Les coefficients diagonaux de T
sont les valeurs propres de A comptées avec multiplicité. Cependant A* est
semblables & T* donc les valeurs propres de A* sont les coefficients diagonaux de
Tk or ceux-ci sont les puissances d’ordre k des coefficients diagonaux de T
c’est-a-dire des valeurs propres de A.

Exercice 122 : [énoncé]
Il est entendu, qu’ici, le polynome caractéristique d’une matrice carrée A est
définie par

xa = det(XId — A)

La matrice A est semblable a une matrice triangulaire de la forme

)\1 *

0 An
et donc A7 est semblable &

A *

0 A

Ainsi le polynéme caractéristique de A? est celui voulu.

Exercice 123 : [énoncé]

A est semblable a une matrice triangulaire supérieure de la forme
)\1 *

0 An

exp(A) est alors semblable & une matrice de la forme
exp(A1) *

0 exp(Ay,)
Cela suffit pour conclure.

Exercice 124 : [énoncé]
Puisque le polynome x 4 est scindé, la matrice A est trigonalisable. Plus
précisément, la matrice A est semblable & une matrice de la forme

)\1 *

(0) An
La matrice P(A) est alors semblable a

P()\l) *

et donc

Exercice 125 : [énoncé]
a) xa(X) = (X +1)(X —1)2.
b) E_y=Vect' (1 1 2),E;=Vect'(1 0 1).
La matrice A n’est pas diagonalisable mais on peut la rendre semblable a la
matrice
-1 0
T= 0 1
0 O
Onprend C; ="(1 1 2),Co="(1 0 1).
On détermine Cj tel que AC5 = C5 + Cy. C3 =1 ( 0 -1 0 ) convient.
11 0
Pour P = 1 0 -1
2 1 0

— = O

,ona P1AP=T.
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Exercice 126 : [énoncé]

a) xa(X) =—(X —1)%.

b) By =Vect! (1 0 1).

La matrice A n’est pas diagonalisable mais on peut la rendre semblable & la
matrice

T =

OO =
O~ =
e )

Onprend C;=*(1 0 1).

On détermine Cy tel que ACy; =Cy +C;. Cy =1 ( 01 0 ) convient.

On détermine Cj tel que AC3 =C5+C3. C3="( 0 —1 1) convient.
1 0 O

Pour P = 0 1 -1
1 0 1

,ona PT'AP =T.

Exercice 127 : [énoncé]

a) Contrairement & ce qu’entend I’énoncé, I’alternative B € K[A] ou A € K[B]
n’est pas exclusive.

Commengons par quelques cas particuliers.

Si A= ( 3 (j\ ) alors A € K[B] en s’appuyant sur un polynéme constant.
Si A= ( )(\)1 \ ) avec A1 # Ag alors les matrices qui commutent avec A sont
2

a0 > En considérant P = aX + b tel
0 (65)

que P(A\1) = a1 et P(A\2) = ag, on a B = P(A) € K[A].

diagonales donc B est de la forme

Si A= ( 3 'L; avec i # 0, une étude de commutativité par coefficients
inconnus donne B = g g ).PouerﬁX—l—’y avec %—i—fy:oz, on a

B =P(A) e K[A].

Enfin, dans le cas général, A est semblable a I'un des trois cas précédent via une
matrice P € GLy(K). La matrice B’ = P~!BP commute alors avec A’ = P"1AP
donc B’ est polynéme en A’ et par le méme polynome B est polynéme en A.

b) On imagine que non, reste a trouver un contre-exemple.

Par la recette des tatonnements successifs ou saisi d’une inspiration venue d’en

110 1 00
haut, on peut proposer A= 0 1 0 |etB=| 0 1 0 |].On vérifie que
0 0 1 01 1

A et B commutent et ne sont ni I'un ni 'autre polynéme en l'autre car tout

polynoéme en une matrice triangulaire supérieure est une matrice triangulaire
supérieure.

Exercice 128 : [énoncé]

a) u admet une valeur propre \ et le sous-espace propre associé est stable par v.
Cela assure que u et v ont un vecteur propre en commun e;. On complete celui-ci
en une base (e, ea,...,e,). Les matrices de u et v dans cette base sont de la

A % o n * 1 : /
forme A = < 0 A ) et B= ( 0 B ) Considérons les endomorphismes u’ et

v’ de E' = Vect(es, ..., e,) représentés par A’ et B’ dans (eq,...,e,). AB= BA
donne A’B’ = B’ A’ et donc [u/,v'] = 0. Cela permet d’itérer la méthode jusqu’a
obtention d’une base de cotrigonalisation.

b) Par récurrence, on vérifie [uk, v} = kAu*. L’endomorphisme w + [w, v] de
L(E) ne peut avoir une infinité de valeurs propres donc il existe k € N* tel que
u¥ = 0. L’endomorphisme u est nilpotent donc keru # {0} ce qui permet
d’affirmer que u et v ont un vecteur propre commun. On peut alors reprendre la
démarche de la question a) sachant qu’ici A’B’ — B’A’ = \A’.

¢) Si a =0, 'étude qui précede peut se reprendre pour conclure. Si « # 0, on
introduit w = au + fv et on vérifie [w,v] = aw. Ainsi w et v sont

cotrigonalisables puis u et v aussi cas u = é(w — pv).

Exercice 129 : [énoncé]
La matrice A est trigonalisable et si 'on note Aj, ..., A, ses valeurs propres

P
distinctes alors tr(A™) = > a;A7" avec a; la multiplicité de la valeur propre A;.

Pour conclure, il suffit d’établir résultat suivant :
« Soient a,...,ap € C* et Aj,..., A, € C deux & deux distincts.

P

Si ] A ———0alors V1 < j < p, |[A\;] < 1.
=1 m——+oo

Raisonnons pour cela par récurrence sur p > 1.

Pour p =1, la propriété est immédiate.

Supposons la propriété vraie au rang p > 1.

Soient aq,...,0p41 € C* et Aq,..., A\pq1 € C deux a deux distincts tels que
p+1
am
Zlaj/\j ——0 (1)
=

Par décalage d’indice, on a aussi

p+1
> Attt ———0(2)
j=1

m——+oo
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Ap+1 % (1) — (2) donne

AAT ——— 0
m——+oo

P
Z Ap+1 =
qui se comprend encore

ZﬁJA m——+00 0
avec les 31,..., 3, non nuls.

Par hypothese de récurrence, on a alors V1 < j < p, |A;| < 1.

On en déduit Z aj AT p——— 0 et la relation (1) donne alors
] m—r
Qpr1AYi1 m 0 d’our V'on tire |Ap+1| < 1.

Récurrence établie.

Exercice 130 : [énoncé]

a) Supposons que B posséde une valeur propre A non nulle.

Soit X # 0 vecteur propre associé. On a ABX = 0 donc AMAX =0 puis AX =0
car A # 0.

On en déduit que X est aussi vecteur propre de la matrice A (associé a la valeur
propre nulle).

Supposons que B ne posséde pas de valeur propre non nulle.

Puisque le polynéme caractéristique est scindé sur C et 0 est sa seule racine
possible, on a nécessairement yp(X) = (=1)"X™ et on en déduit que B" = O,, en
vertu du théoreme de Cayley Hamilton.

Si B = O,, alors tout vecteur propre de A (et il en existe car le corps de base est
C) est aussi vecteur propre de B.

Si B # O, alors il existe une colonne X tel que BX # 0 et B2X = 0.

La colonne Y = BX est alors vecteur propre de B (associé & la valeur propre
nulle) et puisque AY = ABX =0, la colonne Y est aussi vecteur propre de A
(aussi associé a la valeur propre nulle).

Dans tous les cas, les matrices A et B ont un vecteur propre en commun.

b) Par récurrence sur la taille n des matrices.

Pour n =1, c’est immédiat.

Supposons la propriété vérifiée au rang n — 1 > 1.

Soit A, B € M,,(C) vérifiant AB = O,,. Soit X un vecteur propre commun aux
matrices A et B associé aux valeurs propres A et p respectivement. Soit P une
matrice inversible dont la premiere colonne est X;. Par changement de base on a

-1 o A * -1 o 1% *
P AP_(O o) epip=( 8 2

Puisque AB=0, ona Au=0et A’B' =0,,_1.
Par hypothese de récurrence, il existe une matrice Q € GL,,_1(C) telle que
QTA'Q et Q71 B'Q sont triangulaires supérieures. Pour la matrice

1 0
R:Px(o Q)eGLn(C)

on obtient R™'AR et R~!BR triangulaires supérieures.
Récurrence établie

Exercice 131 : [énoncé]

Ona P(M) = (P(A) P(B )—(81)@

(% )3

donc (PQ)(M) = QM

Ainsi le polynome PQ est annulateu

AQ)(»

Exercice 132 : [énoncé]

Les vecteurs de (Id,u, ..., uP) évoluent dans £(E) qui est de dimension n?. Pour
p = n? la famille est assurément liée. Une relation linéaire donne alors
immédiatement un polynéme annulateur non nul.

Exercice 133 : [énoncé]

uwo (u—1Id) o (u+ Id) s’annule sur ker(u o (u —Id)) et sur ker(u o (u + Id)) donc
sur ker(u o (u —1Id)) + ker(u o (u — Id)) = E et ainsi v o (u? — Id) =

Si z € keru alors x € ker(u o (u — Id)) Nker(u o (u + Id)) = {0} donc keru = {0}
et u € GL(E).

Par suite u> —Id = u"'ouo (u? —Id) = 0 et donc u? = Id. Ainsi u est une
symétrie vectorielle.

Exercice 134 : [énoncé]

Si P et I, sont premiers entre eux alors par ’égalité de Bézout, il existe

U,V € K[X] tels que UP 4+ VII,, = 1 donc U(u)P(u) = Idg. Aussi

P(u)U(u) = Idg donc P(u) est inversible et P(u)~! = U(u) € K [u].

Si P et II,, ne sont par premiers entre eux alors on peut écrire I, = QD avec D le
pged de P et IL,. On a IT,, | PQ donc P(u)Q(u) = 0 alors que Q(u) # 0 puisque
deg @ < degll,,. Par suite P(u) n’est pas inversible.
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Exercice 135 : [énoncé]

IT, annule u donc aussi up et ainsi I, | II,,. De méme II,, . | I, donc
ppem(IL, ., I1,, . ) | .

Inversement si P = ppem(1Il,,,II,,,) alors Vo € F, P(u)(z) =0 et Vz € G,
P(u)(x) =0donc Vo € E = F &G, P(u)(z) =0 donc P annule u puis II,, | P.

Exercice 136 : [énoncé]
II,, annule u donc aussi ug puis la conclusion.

Exercice 137 : [énoncd]

Considérons B=A —1I,. On a B2 = O,,.

Soit u 'endomorphisme de K™ dont la matrice est B dans la base canonique.
On a u? = 0 donc Imu C keru.

Soit (eq, ..., ep) une base de Imu complétée en (eq, ..
ker u.

Pour tout j € {1,...,p}, considérons ¢; € E tel que u(e;) = e;.

Supposons Aieq + -+ 4+ Apep + p1er + -+ -+ pgeq = 0.

On appliquant u a cette relation, on obtient A\je; + -+ + Ape, = 0 donc
AM=...=2,=0.

La relation initiale devient pie; + - - - 4 pgeq = 0 qui entraine p; = ... = pg = 0.
Finalement la famille (e1,...,ep,€1,...,€q) est libre et puisque formée de

p 4+ q = dim Imu + dim ker u = n vecteurs de F, c’est une base de F.

La matrice de u dans la base (e1,€1,...,€p,Ep, €pt1,--.,€q) & alors ses coefficients
tous nuls sauf p coefficients sur la sur-diagonale.

La matrice B est donc semblable a la matrice précédente et A = I,, + B est
semblable & une matrice de la forme voulue.

-y €py Ept1, - .-, €q) base de

Exercice 138 : [énoncé]

a) Il suffit de procéder par récurrence en exploitant
[rttog—gofrtt=fo(nf*+gof")+ (I~ fog)ofm

b) Par linéarité P(f) og—go P(f) = P'(f).

Ainsi si P annule f alors P’ aussi. Ceci est impossible en dimension finie car le
polynéme minimal d’un endomorphisme annule celui-ci et est de degré minimal.
Notons qu’un argument de calcul de trace est de loin plus rapide et plus simple!
¢) fog(P) = (XP)Y = XP'+ P et go f(P) = XP' donc (fog—go f)(P) = P.

Exercice 139 : [énoncé]

Supposons n est impair. Le polynéme caractéristique d’une matrice de M, (R)
étant de degré impair possedera une racine qui sera valeur propre de la matrice et
aussi racine de son polyndéme minimal. Celui-ci ne peut alors étre le polynéme

X2 +1.

Supposons n est pair. Considérons

0
A= ( 1
A, n’est pas une homothétie donc le degré de son polynéme minimal est supérieur
a 2.
De plus A2 = —1,, donc X2 + 1 annule A,,.
Au final, X2 + 1 est polynéme minimal de A,,.

‘01 > et A, = diag(4, ..., A) € My (R)

Exercice 140 : [énoncé]

P = X(X? - 3aX + a?) est annulateur de f donc par le théoréme de
décomposition des noyaux, E = ker f @ ker(f? — 3af + a?1d) car X et

X? — 3aX + a® sont premiers entre eux. Or a étant non nul, on montre
élémentairement ker(f? — 3af + a?Id) C Imf tandis que l'inclusion réciproque
provient de ce que (f2 —3af +a%Id) o f = 0. Il est donc vrai que ker f et Imf sont
supplémentaires.

Exercice 141 : [énoncé]

A=PDP~!avec D =diag(a+b,...,a+ba—b,...,a—b) et

1 0 0 1 (0)

1o (0) 1

p= 0 - 0 1 0 - 0
(0) 1 0 (0) 1
L0 -1 ()

Par suite 74 = (X — (a4 0))(X — (a — b)) et les polynémes annulateurs de A sont
les multiples de 7 4.

Exercice 142 : [énoncé]

On peut écrire Il =[] @ ker(f — AId)*»
AESP(f) A€ESP(f)

décomposition en somme de sous-espaces vectoriels stables par f.

(X =N)* et B =
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Pour chaque A € Sp(f), ker(f — AId)**~1 # ker(f — AId)** par minimalité de II;
et donc il existe x) € ker(f — AId)®*\ ker(f — A\Id)**~1.

On peut alors établir que la famille ((f — )\Id)k(x,\))0<k<m71 est libre.
Considérons maintenant © = Y. xy.

AESp(f)
Pour P e C[X], P(f)(x) = >, P(f)(xx) avec P(f)(zx) € ker(f — A\Id)*> par

A€ESP(f)
stabilité.
Par décomposition en somme directe, P(f)(z) = 0 < VX € Sp(f), P(f)(zx) = 0.
Par division euclidienne P = (X — \)**@ + R avec deg R < a de sorte qu’'on

ay—1
puisse écrire R = AZ ap(X —AN)*. On alors P(f)(x)) =0 V0 < k < ay,ar = 0.
k=0
Ainsi P(f)(x) =0 VYA e Sp(f),(X —A)*> | P
Enfin puisque les termes (X — A\)®* sont premiers entre eux, on peut conclure
P(f)(2) = 0 11y | P.

Exercice 143 : [énoncé]

Cas particulier : Supposons que 1 est la seule valeur propre de A.

La matrice A est alors semblable & une matrice triangulaire supérieure avec des
coefficients diagonaux toux égaux a 1. Ceci permet d’écrire P~*AP = T avecP

inversible et
1 *

T= N
(0) 1

Notons a I’élément d’indice (1,2) de cette matrice.
Par une récurrence facile, on montre

pPlAmp =
(0) 1

Or [|A]| €1, donc |[A™|| < 1 puis LA™ ——— O, et enfin

m——+oo
Lp-igmp 5 0,.
m m——+oo
Or

1/m a *
1 1/m
—piAmp =
m

(0) 1/m

On en déduit a = 0.

Par ce principe, on peut annuler successivement chaque coefficient de la
sur-diagonale de T puis chaque coefficient de la sur-diagonale suivante etc.

Au final T = I, puis A = I,, et le polynéme minimal de A est 114 = X — 1.

Cas général :

Le polynéme minimal de A s’écrit II4 = (X — 1)*Q(X) avec Q(1) # 0.

Par le lemme de décomposition des noyaux, C* = F & G avec F' = ker(4A — I)® et
G =ker Q(A).

Notons B la matrice de I’endomorphisme induit par A sur le sous-espace vectoriel
stable F. On vérifie que 1 est la seule valeur propre de B et que || B]|| < 1. L’étude
qui précede assure alors que B = I, et donc le polynéome X — 1 annule A sur F.
De plus le polynéme @ annule A sur G donc le polynéme (X — 1)@ annule A sur
C™. Puisque 1 n’est pas racine de @), 1 n’est que racine simple du polynéme
minimal IT4.

Exercice 144 : [énoncé]

a) Si ker(u — AId) = {0} alors Im(u — AId) = E car u — AId est inversible.

On en déduit que A est séparable.

Par contraposée, si A n’est pas séparable alors A est valeur propre de u.

b) Si u est un endomorphisme diagonalisable alors pour tout scalaire A,

ker(u — Ad) = ker(u — AId)2.

Par suite Im(u — AId) Nker(u — AId) = {0} et on en déduit que A est séparable.
Inversement, soit u un endomorphisme scindé dont toutes les valeurs propres sont
séparables.

Puisque le polynéme caractéristique de u est scindé, on peut écrire

Xu = (1) T (x =™
AESpu

et par le lemme de décomposition des noyaux

E= &

ker(u — AId)™*
AESpu

Or, pour toute valeur propre A, Im(u — AId) Nker(u — AId) = {0} entraine
ker(u — Ald) = ker(u — AId)? puis par le principe des noyaux itérés
ker(u — AId) = ker(u — A\Id)™>. Par suite

E= & ker(u—Ad)
AESpu

et donc u est diagonalisable
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¢) Soit A une valeur propre de u. Le polynéme minimal de u peut s’écrire

Ty = (X —N)*Q avec Q(A\) #0
7 (u) = 0 donne
ImQ(u) C ker(u — AId)”

Si A est une valeur propre séparable alors ker(u — AId) = ker(u — AId)* et donc
ImQ(u) C ker(u — AId)

puis le polynome (X — A\)@Q annule u. Par minimalité de 7, on conclut o = 1.
Inversement, si A est une racine simple du polyndéme minimal, alors

T = (X —N)Q avec Q(A) #0
Puisque les polynémes @ et X — X sont premiers entre eux, on peut écrire
QU + (X —AN)V =1avec U,V € K[X]

et en évaluant
Qu)U(u)(z) + (u = AV (u)(z) = =

avec Q(u)U(u)(z) € ker(u — AId) (car m, est annulateur) et

(u—Ad)V (u)(x) € Im(u — AId).

Ainsi \ est une valeur propre séparable.

Finalement les scalaires non séparables sont les racines multiples de 7.

d) m(v) =uow, m?(v) =u?ow,. .. P(m)(v) = P(u) ov pour tout polyndéme P.
Par suite les endomorphismes m et v ont les mémes polynémes annulateurs et
donc le méme polynéme minimal. Puisque les scalaires non séparables sont les
racines multiples du polynéme minimal, les endomorphismes u et m ont les

mémes valeurs séparables.

Exercice 145 : [énoncé]
Puisque u possede un polynéme annulateur, on a

dimK [u] < 400

Or K[Q(u)] C K[u] donc
dim K [Q(u)] < 400

et par conséquent @Q(u) posséde un polyndme annulateur.

Exercice 146 : [énoncé]
Quitte a considérer AP avec A € K* bien choisi, on peut supposer

P(0)=0et P'(0)=1
ce qui permet d’écrire
P(X) =X+ X?Q(X) avec Q € K[X]

Soit € Imf Nker f. Il existe a € E tel que z = f(a) et on a f(z) = 0.
On en déduit f2(a) = 0. Or P(f)(a) =0 et

P(f)(a) = f(a) + Q(f) (f*(a)) = f(a) =2

Ainsi
Imf Nker f = {0}

Soit = € E.

Analyse :

Supposons = u + v avec u = f(a) € Imf et v € ker f.
On a

f(@) = f*(a) + f(v) = f*(a)

Or
P(f)(z) = f(z)+ 2 (Q(f)(x)) =0
donc
f(x) = (=Q(f)(=))
Synthese :

Posons u = —f(Q(f)(x)) et v =2 — u.
On a immédiatement v € Imf et x = u + v.
On a aussi

fw) = f(z) = f(u) = f(2) + F(Q(f)(x)) = P(f)(x) =0

et donc v € ker f.

Exercice 147 : [énoncé]

On sait déja keru C ker u?.

Inversement, soit z € ker u?.

Notons P le polynéme annulateur en question. On peut écrire

P(X) =aX + X?Q(X) avec a £ 0 et Q € K[X]
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L’égalité P(u)(z) = 0 donne
au(z) + Q(u)(u?(x)) = 0

et donc u(z) =0 car a # 0 et u?(z) = 0.
Ainsi z € keru et on peut conclure.

Exercice 148 : [énoncé]
Soit & vecteur propre associé a la valeur propre .
P(f)(x) = P(A)z or P(f) =0et z # 0 donc P(\) =0.

Exercice 149 : [énoncé]

©? =1d donc X? — 1 est annulateur de . Les valeurs propres de ¢ ne peuvent
étre que 1 et —1. En prenant pour f une fonction paire et une fonction impaire
non nulle, on montre que 1 et —1 sont effectivement valeurs propres de .

Exercice 150 : [énoncé]

a) On vérifier 72 = Id donc T est un automorphisme et 7-! = T.

b) Puisque T annule X2 — 1, SpT C {1, —1} puis égale car par exemple 1 est
vecteur propre associé a la valeur propre 1 et X — 1/2 est vecteur propre associé a
la valeur propre —1.

Exercice 151 : [énoncé]

Les valeurs propres de u sont racines des polyndémes annulateurs donc du
polynéme minimal.

Soit a une racine de II,,. On a I, = (X — a)P et P(u) # 0 car P ne peut étre
annulateur de u. Pour y € Im(P(u))\ {0}, il existe x € E, y = P(u)(z) et

II(u)(z) = 0 donc (u — ald)(y) = 0 avec y # 0. Ainsi a est valeur propre de u (et y
est vecteur propre associé).

Exercice 152 : [énoncé]

Soit M solution. M* =*(M?) = M donc X* — X est annulateur de M et puisque
0 et 1 ne sont pas valeurs propres de M, X3 — 1 puis X2 + X + 1 sont annulateurs
de M.

Ainsi, on peut affirmer M3 = ‘MM = I (ainsi M € O,(R)) et M? + M + I = 0.
Pour X # 0, P = Vect(X, M X) est un plan (car il n’y a pas de valeurs propres
réelles) stable par M (car M2 = —M — I). La restriction de M & ce plan est un

automorphisme orthogonal sans valeur propre, c’est donc une rotation et celle-ci
est d’angle +27/3 car M3 = I,,. De plus ce plan est aussi stable par M? = ‘M
donc P est stable par M ce qui permet de reprendre le raisonnement & partir
d'un X’ € P\ {0}. Au final, M est orthogonalement semblable & une matrice

diagonale par blocs et aux blocs diagonaux égaux a ( _7%/22 \_/:17’;5 ) ou
—1/2 —/3/2
Vv3/2 —1/2 )

La réciproque est immédiate.

Exercice 153 : [énoncé]

a) Puisque A est nilpotente, A ne peut avoir que des valeurs propres nulles. Les
valeurs propres étant les racines du polyndéme caractéristique et ce dernier étant
scindé sur C, x4 = (—1)"X™.

b) Pour A € M,,(R), on a aussi A € M,,(C) et le polynéme caractéristique est
calculé par la méme formule dans les deux cas.

Exercice 154 : [énoncé]
x4 =X?—(a+d)X + (ad — bc) annule matrice A.
On en déduit A~ = —L—((a + d)I> — A).

Exercice 155 : [énoncé]
xa= (A1 —X)...(\, — X) annule A en vertu du théoréme de Cayley Hamilton.

Exercice 156 : [énoncé]
Considérons le polyndme caractéristique de u :

Xu = an X"+ -+ a1X + ag avec ag = detu # 0
Puisque x,(u) = 0, on obtient
apu™ + -+ aqu+ agld =0

Par suite
apu”™ + -+ aju = —apld

En composant avec ! & gauche on obtient

apu” '+ 4 ayld = —aoufl
et on en déduit
1
uwl = - (anu"71 4+t alldE) € Ku]
0
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Exercice 157 : [énoncé]

a) Si f est diagonalisable alors f est représenté par AI,, dans une certaine base et
donc f est une homothétie vectorielle. La réciproque est immédiate.

b) Calculé dans une base de triangulation, xr(z) = (z — \)".

c) xs est annulateur de f dans (f — AId)” = 0.

Exercice 158 : [énoncé]

a) Le polynéme caractéristique de f est un polynéme de degré n annulant f.
Ainsi f € Vect(Id, f,..., f*1). Par récurrence, on montre alors que pour tout
m >=n, f™ € Vect(Id, f,..., f*71).

Par suite f"(z),..., fN"(z) € Vect(x, f(z),..., f*"(z)) puis

E = Vect(z, f(z),..., fN"(x)) donne E = Vect(x, f(z),..., f* (z)). La famille
(x, f(x),..., f"1(x)) est alors génératrice et formée de n = dim E vecteurs de E,
c’est donc une base de E.

b) Les polynoémes en f commute avec f.

Inversement, supposons que g € L(E) commute avec f. Puisque g(z) € E, on peut
écrire g(x) = apr + a1 f(x) + - + an_1 7 ().

Puisque f et g commute, on a encore

g(F5(2)) = aof*(z) + arf* 1 (2) + - + an_1 f71(2) de sorte que les
endomorphismes g et agld + a1 f + -+ + an_1 f ' coincident sur une base de F et
c’est donc égaux. Au final f est un polynéme en f.

Exercice 159 : [énoncé]
a) A2M = AM B = M B? et ainsi de suite : APM = M BP pour tout p € N. Par
linéarité P(A)M = M P(B).
b) Considérons P = x 4. La relation P(A)M = M P(B) entraine M P(B) = O,,. Or
M # O,, donc la matrice P(B) n’est pas inversible. Par suite det(P(B)) = 0. Or
n
P=(-n"

K2

(X =X\)

avec A; valeur propre de A donc il existe i € {1,...,n} telle que
det(B — \1,) =0

Ainsi A et B ont une valeur propre commune.

Exercice 160 : [énoncé]
Considérons T': P(X) — P(X 4+ 1). T est un endomorphisme de R,,_; [X] qui est

n—1
annulé par son polynéme caractéristique de la forme yr = (—=1)"(X" + > apX%).
k=0

Exercice 161 : [énoncé]
1. Puisque les matrices A et gA sont semblables, elles ont le méme polynéme
caractéristique

X X
XA(X) = xqa(X) = det(gA — X1I,,) = ¢" det (A — qIn> =q"xa <q)
Introduisons les coefficients du polynome x 4

XA(X) :aan+"'+alX+a0

L égalité précédente entraine a,_, = ... = a; = ag car ¢* # 1 pour tout
1<k<n—1. Ainsi x4 = a, X" et puisque x4 est annulateur de A, la matrice A
est nilpotente.

2.

On définit la matrice A

A:=matrix(6,6,(i,j)->if j=i+l or (i=1 and j=6) then 1 else 0 fi);
a) On introduit une matrice M quelconque et on calcule AM — 2M A

M:=matrix(6,6);
B:=evalm(A&*M-2*M&*A) ;

On résout le systeme correspondent a ’équation AM = 2M A
solve({seq(seq(B[i,j]=0,i=1..6),j=1..6)});
Enfin on visualise la matrice M

assign(%);
evalm(M) ;

On obtient les matrices de la forme

mi1  Mip2 mi,3 mi,4 mis mie
0 2m171 2m172 277’1,173 2m1,4 2m175 - 3Om1,1
0 0 4m171 4m112 4m1,3 4m1,4
0 0 0 8m1,1 8m1’2 8m1$3
0 0 0 0 16m171 16m172
0 0 0 0 0 32my 1

b) L’ensemble des matrices obtenu est un sous-espace vectoriel de Mg(C). Cest
entendu car c’est en fait le noyau de l'application linéaire M — AM — 2M A.

c¢) Une matrice M inversible vérifiant M 1AM = 2A doit aussi vérifier

AM = 2M A et est donc de la forme précédente. De plus, une matrice de la forme
précédente est inversible si, et seulement si, mq 1 # 0.

Inversement, une matrice M de la forme précédente avec mq ; # 0 vérifie
M~1AM = 2A.
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Exercice 162 : [énoncé|
a) Par le théoréme de Cayley Hamilton, on a

Xu(u) =0

avec X, polynome de coefficient constant detu # 0.
En écrivant
Xu(X) = XP(X) + detu

le polynome
1

detu

QX) = P(X)

est solution.

b) Considérons ’endomorphisme v de K[X] qui envoie le polynéme P(X) sur
P(X/2).

On vérifie aisément v o v = vou = Id ce qui permet d’affirmer que u est inversible
d’inverse v.

Soit P = ap,X™ 4+ -+ + a1 X + ag un polynéme de degré exactement n.

Si u(P) = AP alors par identification des coefficients de degré n, on obtient

A=2"

puis on en déduit
P=aqa,X"

La réciproque étant immédiate, on peut affirmer
Spu = {2"/n € N} et Fon(u) = Vect(X")

Si par absurde il existe Q € K[X] tel que

alors le polynéme non nul

XQ(X) -1

est annulateur de u. Les valeurs propres de u sont alors racines de celui-ci ce qui
donne une infinité de racines.
C’est absurde.

Exercice 163 : [énoncé]
pa | xa = (X —1)? mais A n’est pas diagonalisable, donc pua = (X —1)2.

Exercice 164 : [énoncé]
a) lére méthode :

B (n—1)—Xx 1 1
A ! (n—1)—A —A 1
! - n—1)—-Xx 1 -
1 1 1
0 —A—1 0
(n=1)=AX)
*
0 * * —A—1

puis det(M — \I,,) = ((n — 1) — A)(=A — 1)"~! et donc sp(M) = {—1,(n — 1)}.
Soit f I'application linéaire canoniquement associée a M.
flxr,xn) = (21, 00y ) S 21+ ... + 2, = 0.
Donc E_; est 'hyperplan d’équation z1 + ... + =, = 0.
Puisque E,,_; est au moins une droite vectorielle, la matrice M est diagonalisable.
2eme méthode :
Par le calcul, on obverse que M? = (n — 1)1, + (n — 2)M.
Par suite, M annule le polynéme scindé simple (X + 1)(X — (n — 1)) et donc M
est diagonalisable.
b) Le polynéme minimal de M est (X 4+ 1)(X — (n — 1)) car en vertu de la
premieére méthode, la connaissance des valeurs propres de M détermine son
polynéme minimal sachant M diagonalisable et, pour la deuxieme méthode, ce
polyndme est annulateur alors que les polynémes X + 1 et X — (n — 1) ne le sont
pas.
Par division euclidienne X? = (X +1)(X — (n—1))Q + aX + 3
En évaluant la relation en —1 et en n — 1, on obtient
—a+f=(-1)"
WY atn—1) 4 8= (n—1)
Apres résolution
(n—1)? = (~1)?
n

5o o1y +(:— 1)(—1)?

dlon MP = n=D"=(D" pp (=D m=1) (D" 7

o =

Exercice 165 : [énoncé]
a) Il est clair que L est linéaire.
Sitr(M) =0 alors L(M) = aM.
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a est valeur propre de L et le sous-espace propre associé est I’hyperplan des
matrices de trace nulle.

Si tr(M) # 0 alors L(M) = AM implique M € Vect(l,). Or L(I,,) = (a + n)I,
donc a + n est valeur propre de L et le sous-espace propre associé est la droite

Vect(1,).
L’endomorphisme L est donc diagonalisable et par suite
pr(X) = (X —a)(X — (a+n)).

b) En dimension finie, L est un automorphisme si, et seulement si, 0 ¢ Sp(L) i.e.
a#0,—n.

Puisque
L* — (2a+n)L +ala+n)I =0
on a .
Ll=—(L—(2 I
a(a—|—n)( (2a+n)I)
et donc 1
L YM) = ——(tr(M)I,, — M
(M) = g (HOD = (a4 M)
Exercice 166 : [énoncé]

a, les composantes de z dans une base de diagonalisation B de
xy,) dans la base B est

a) Notons ay, ...,
f. La matrice de la famille (z1,...,

Oél>\1 Otl)\?

QnAp oo QAL

avec Ai, ..., A\, les valeurs propres de f comptées avec multiplicité. Cette matrice
est de rang n, si, et seulement si,

A1 AT
ap, ..o, #0et | D1 #0
A oo AR

n

Par déterminant de Vandermonde, on peut assurer ’existence de x tel que voulu
si, et seulement, si les valeurs propres de f sont deux a deux distincts et non
nulles. N’importe quel x aux composantes toutes non nulles est alors convenable.
b) Les polynomes en f commutent avec f.

Supposons que g soit un endomorphisme de £ commutant avec f.

On peut écrire g(x1) = a1x1 + -+ - + apx, = P(f)(x1) avec
P=a;+aX+---+ an,lX”’l.

On a alors

g(@2) = g(f(z1)) = f(g(z1)) = f(P(f)(z1)) = P(f)(f(21)) = P(f)(@2).

Plus généralement, en exploitant x;, = f*~!(z;), on obtient g(z3) = P(f)(z).
Les endomorphismes g et P(f) coincident sur les éléments d’une base, ils sont
donc égaux. Finalement, le commutant de f est exactement formé des polynémes
en f.

Si le polynéme minimal IT; de f est de degré < n alors la famille (Id, f,..., f*~!)
est liée et alors pour tout z € E, la famille (x, f(x),..., f""1(x)) l'est aussi. Cela
contredit I’hypothése de départ. On peut donc affirmer que degIly > n et puisque
Iy | x5, on aIly = (—1)xy avec xy polyndme caractéristique de f.

Exercice 167 : [énoncé]

A est symétrique donc diagonalisable. x4 = —X3 42X, 14 = —x4.

1 0 1

A= 0 2 0 |, A3 =24, A?k+1 =2k A et A%F+2 = 2k A2 pour k > 0.
1 0 1

exp(A) = I5 + z aAmA+ z Z5rA2 = Is +sh(2) A + L(ch(2) — 1)42.

Exercice 168 : [énoncé]
A est symétrique donc diagonalisable.

Xa=(ED"X = (a+(n—1)b)(X — (a—b))""
Sp(4) ={a+ (n—1)b,a—b} (sin >2)

Ta=(X—(a+(n-1)b))X —(a—0))
A est inversible si, et seulement si, 0 ¢ Sp(A) i.e. a+ (n—1)b# 0 et a # b.
a (b) T (v) «a (B)
o o )\w e )  a

avec
a=azx+ (n—1)by
{ﬁzayﬁ—bx—i—(n—?)by
Il suffit alors de résoudre le systeme
axr+ (n—1by=1
{bx+(a+(n—2)b)y:(}

pour expliciter A1,
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Exercice 169 : [énoncé]
2

a
a) xa = —(X —2)(X +1)2, Ey(A) = Vect | a | et
1
—a? —a
E_1(A) = Vect 0 |,] 1
0
a? —a*> -—a
La matrice A est diagonalisable, P"*AP = D avec P = a 0 1 et
1 1 0
2 0 0
D= 0O -1 0
0O 0 -1

On en déduit pa = (X —2)(X +1).

b) Ci-dessus.

¢) Par division euclidienne X" = (X + 1)(X — 2)Q(X) + aX + 8 avec
o= 7277’*(3*1)n et B = 72(*1);*2” donc A" = QH’(;UWA + 2(71)3742”
eA — 62736_114 T 26_;+62 13.

I3 puis

Exercice 170 : [énoncé]

xa=-X(X%2+1),74=X(X%2+1), exp(A)exp(*A) = exp(A) exp(—A) = I3.
1 0 0

En calculant A%, A3, ... on obtient exp(4) = | 0 cosl —sinl
0 sinl cosl

Exercice 171 : [énoncé]

A% = O donc Sp(A) = {0}. Puisque A # 0, A n’est pas diagonalisable. 74 = X? et
xa=—X3 exp(A) =+ A.

L’étude se généralise pour n > 3 avec A = (w72)1¢; icn et w € Uy, \ {1}

Exercice 172 : [énoncé]

Soient P € M, (K) une matrice de permutation et o la permutation associée. Il
existe ¢ € N* tel que 09 = Id et donc P? = [,,. La matrice P annule alors X% — 1
qui est scindé a racines simples donc P est diagonalisable.

Exercice 173 : [énoncé]

A? = —I,,. On observe que X? + 1 est annulateur de A.

Si K = C alors A est diagonalisable car annule le polynéme X2 + 1 qui est scindé
a racines simples.

Si K = R alors A n’est pas diagonalisable car sans valeurs propres. En effet une
valeur propre (réelle) de A doit étre annulé par le polynéme X2 + 1.

Exercice 174 : [énoncé]

?L) A2 = —IQn.

b) X2+ 1= (X —i)(X +1) est annulateur de A et scindé simple donc A est
diagonalisable. De plus A est réelle donc ses valeurs propres sont deux a deux
conjuguées, deux valeurs propres conjuguées ont méme multiplicité. Puisque les
valeurs propres figurent parmi les racines de X2 4+ 1 et que la matrice complexe A
possede au moins une valeur propre, on peut affirmer que 7 et —i sont les deux
seules valeurs propres de A, qu’elles sont de multiplicité n. Enfin les sous-espaces
propres associés sont de dimension n car A est diagonalisable et donc les
dimensions des sous-espaces propres égales la multiplicité des valeurs propres
respectives.

Exercice 175 : [énoncé]
f est diagonalisable car annule le polynéme

X3 —4X = X(X - 2)(X +2)

scindé simple. Les valeurs propres de f figurent parmi {—2,0,2} et donc la trace
de f qui est la somme de ses valeurs propres comptées avec multiplicité est paire.

Exercice 176 : [énoncé]

A annule un polyndme scindé a racines simples (1,47 et —i) donc A est
diagonalisable dans M., (C).

Les valeurs propres possibles de A sont 1,7 et —i. Puisque tr(A4) € R, la
multiplicité de i égale celle de —i.

Par suite det(A) = 1.

Exercice 177 : [énoncé]

a) Puisque p* = p?, une valeur propre A doit vérifier A* = A2 donc A € {—1,0,1}.
b) Si p est diagonalisable alors sa matrice A dans une base de vecteurs propres
sera diagonale avec des —1,0 ou 1 sur la diagonale. Comme alors A2 = A on a
p’ =p.

Si p? = p alors p est annulé par un polynéme scindé & racines simples donc p est
diagonalisable.
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Exercice 178 : [énoncé]

Si 1 et —1 sont les seules valeurs propres alors f € GL(E) et la relation f* = f2
donne f2 = Id ce qui fournit un polynéme annulateur scindé & racines simples et
permet de conclure.

Si 1 et —1 ne sont pas les seules valeurs propres c’est que 0 est aussi valeur propre
car les valeurs propres figurent parmi les racines de tout polynéme annulateur. f
présente alors 3 = dim Evaleurs propres distincts donc f est diagonalisable.

Exercice 179 : [énoncé]

X(X —j§)(X — 42) annule A donc A est diagonalisable dans M., (C) et puisque
A € M,(R), j et 52 ont méme multiplicité en tant que valeur propre de A.
Puisque le rang de A est la somme de ces deux multiplicités, il est pair.

Exercice 180 : [énoncé]
Soit M solution, M est diagonalisable sur C avec pour valeurs propres j et jZ.
Puisque trM est réel, les valeurs propres j et j2 ont méme multiplicité. Par suite
n est pair, n = 2p.
Nous allons montrer, en raisonnant par récurrence sur p qu’il existe une matrice
J (0)
orthogonale P tel que PMP~! = avec
(0) J

7\/§/2 ) ouJ = R,Qﬂ-/g.

J=R _ 1/2
a b ab+cdfac+db

Pourn2:M<C d b2 2

Si b = c alors M est symétrique donc diagonalisable sur R ce qui n’est pas le cas.
Il reste b = —c et donc a = d.

).tMMMtM@

Ainsi M = fb b et la relation M2 + M + I = 0 donne
-V 4+at+1=0 . [a=-1/2 .
puis ce qui permet de conclure (car le cas
2ab+b=0 b=+V3/2

b =0 est & exclure).

Supposons la propriété établie au rang n = 2p et étudions le rang n = 2p + 2.

Soit M une matrice solution.

La matrice S = *M + M est symétrique et donc il existe X # 0 tel que SX = M\ X.
On observe alors que I'espace F' = Vect(X, M X) est stable par M et par M. Par
suite F'* est aussi stable par M et ‘M. On peut alors appliquer ’étude menée
pour n = 2 & l'action de M sur F et hypothése de récurrence & celle sur F*.

Cela établit la récurrence. Il ne reste plus qu’a souligner que les matrices ainsi
obtenues sont bien solutions.

Exercice 181 : [énoncé]

©*(M) = P(PM + MP)+ (PM + MP)P = PM +2PMP + MP car P> = P.
©*(M)=PM +6PMP + MP.

Par suite ©3(M) — 3p*(M) = —2PM — 2M P = —2p(M).

Ainsi ¢ annule le polynéme X3 —3X?% +2X = X(X — 1)(X —2).

Puisque ce polynéme est scindé simple, I’endomorphisme ¢ est diagonalisable.

Exercice 182 : [énoncé]

a) Puisque u? = u, par annulation d’un polynéme scindé simple, on peut affirmer
que u est diagonalisable de valeurs propres possibles 0,1, —1. Par les égalités

tru = 0 et tru? = 2n on peut affirmer qu’il existe une base de R?"*! dans laquelle

I, 0 O
la matrice de w est de la forme A = 0o -I, 0
0 0 0
M 0 O
Les matrices commutant avec A étant celle de la forme 0O N 0 avec
0 0 0

M, N € M,(R), on peut affirmer dim C(u) = 2n?.
b) I, = X3 — X donc dim R [u] = 3 et par suite C'(u) = R [u] si, et seulement si,
n=1.

Exercice 183 : [énoncé]

a) Si A2 = A alors f3 = fa. fa est une projection donc diagonalisable.
b) Pour tout P € R[X], on observe P(f4): M — P(A)M de sorte que
P(fa)=0«< P(A) =0.

Tout endomorphisme étant diagonalisable si, et seulement si, il annule un
polyndéme scindé simple, on peut conclure.

Exercice 184 : [énoncé]

a) oui.

b) Si A est inversible alors M +— A~ M est clairement application réciproque de
I

Si f est inversible alors posons B = f~1(I,,). On a AB = I,, donc A est inversible.
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¢) On observe que f*(M) = A"M donc pour P € C[X],

Par suite P est annulateur de f si, et seulement si, il est annulateur de A.
Puisque la diagonalisabilité équivaut a ’existence d’un polynéme annulateur
scindé a racines simples, on peut conclure.

Exercice 185 : [énoncé]

La matrice A est diagonalisable car A annule un polynéme scindé simple.

Les racines complexes du polynoéme caractéristique x4 de A sont conjuguées et
valeurs propres de A donc racines du polynéme annulateur X™ — 1.

Si les deux racines de x4 sont réelles alors SpA C {—1,1} et A est semblable a

10 A 1 0
o0 1/)'\o -1 Vo -1
et donc A2 = I,.

Sinon les racines de y 4 sont complexes conjuguées z, z. Leur somme sera

2Re(z) € [-2,2], leur produit 2z = |z|> = 1. La matrice A étant de plus &
coefficients entiers, 2Re(z) € Z. Les polynémes caractéristiques de A possibles
sont alors X2 —2X +1, X2 - X+1, X241, X+ X +1et X2+2X +1.

Dans chaque cas le polyndme X'2 — 1 est multiple du polynome caractéristique et
donc annulateur.

Exercice 186 : [énoncd]

Si A € F,, alors A est diagonalisable et ses valeurs propres sont des racines de
I'unité. Ces valeurs propres sont aussi racines du polynome caractéristique de A.
Or les coefficients de ce polyndme sont entiers et, par les expressions des
coefficients d’un polynéme scindé en fonction de ses racines complexes (ici de
module 1), on peut borner les coefficients du polynoéme caractéristique de A. Par
suite, il n’y a qu'un nombre fini de polynémes caractéristiques possibles pour un
élément A € F,,. Ces polynémes ont eux-mémes qu'un nombre fini de racines et il
n’y a donc qu’un nombre fini de racines de 1'unité possibles pour les valeurs
propres de A € E,,.

On peut alors affirmer qu’il existe N € N* tel que toutes les valeurs propres A des
matrices A € E, vérifient AN = 1. On a alors aussi AV =1 (car A est
diagonalisable) et donc w(A) < N. Ainsi w(E,) C [1, N].

Exercice 187 : [énoncé]
a) Par récurrence

AR AR
k _
w0 %)

puis on étend par linéarité.

b) Si M est diagonalisable alors M annule un polynéme scindé simple P et les
calculs précédents montrent que A annule aussi ce polynome. Par suite A est
diagonalisable. De plus A annule aussi le polynéme X P’ de sorte que si A est
valeur propre de A alors A est racine commune de P et de X P’. Or P n’a que des
racines simples donc P et P’ n’ont pas de racines communes d’ott A = 0. A est
diagonalisable et Sp(A) = {0} donne A = 0.

Ainsi M est diagonalisable si, et seulement si, A = 0.

Exercice 188 : [énoncé]
a) Par récurrence et en exploitant AB = BA

AF gAMLB
k _
w0 M)

puis on étend par linéarité.

b) Si M est diagonalisable alors M annule un polynéme scindé simple P et les
calculs précédents montrent que A annule aussi ce polynome. Par suite A est
diagonalisable semblable & une matrice

A1 (0)
D= .

(0) An
avec Ay, ..., A\, les valeurs propres de A qui sont racines de P.
De plus, on a

P'(A)B =0,
et la matrice P’(A) est semblable a
P'(A1) (0)
P'(D) =
(0) P'(An)

Puisque les racines de P sont simples et que les A\q,..., A, sont racines de P, on a
P'(M\1),..., P'(An) # 0. On en déduit que la matrice P'(A) est inversible et
lidentité P'(A)B = O,, donne alors B = O,,.

Ainsi, si M est diagonalisable, A est diagonalisable et B est nulle. La réciproque
est immédiate.
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Exercice 189 : [énoncé]
Notons M la matrice étudiée et supposons celle-ci diagonalisable.
Il existe un polynéme P scindé simple annulant M. Puisque

P =( 750 by ) =0m

le polynome Pannule aussi la matrice A qui est donc nécessairement
diagonalisable.

De plus, puisque xar = X%, les matrices A et M ont les mémes valeurs propres et
on a ’égalité suivante sur leurs multiplicités :

VA € SpA, mxA(M) = 2my(4)
ce qui entraine 1’égalité suivante sur la dimension des sous-espaces propres
VA € SpA,dim Ex(M) = 2dim Ex(A)
et enfin I’égalité de rang suivante

VYA € SpA,rg(M — Als,) = 2rg(A — A1)

Or A
-\, B
rg(M — \y,) =rg ( o A— A, )
La matrice A étant diagonalisable, on peut écrire A = PDP~! avec P inversible et
Ala, (0)
D=
(O) )\mIanl
ol A1, ..., A\p, sont les valeurs propres distinctes de A et oy, = dim E), (A).
En considérant la matrice inversible ) = ( g ]OD >, on a

(2 6)

On écrit la matrice C' par blocs selon la méme décomposition que A :

Cip - Cim

s

C = : : avec C; j € Maty, o, (K)

avec C = P~ 1BP.

et la condition

A= NIy B B
rg < o Ay — AL ) =2rg(A — A\ 1)

se relit apres formule de passage Ci r = Oy,

Inversement, si la matrice A est diagonalisable et s’il y a nullité des blocs
diagonaux d’une représentation de B dans une base adaptée a la décomposition
de K™ en somme de sous-espaces propres de A alors on peut reprendre dans
I’autre sens 1’étude qui précede pour affirmer que M est diagonalisable.

Exercice 190 : [énoncé]

Soit M solution.

Puisque le corps de base est C, la matrice M est semblable a une matrice
triangulaire supérieure ou figure sur la diagonale les valeurs propres de M
comptées avec multiplicité.

Puisque tr(M) = n, la somme des valeurs propres de M comptées avec
multiplicité vaut n.

Or les valeurs propres de M sont racines du polynome X° — X2 = X2(X3 — 1),
elle ne peuvent donc qu’étre 0,1, ou j2. Notons p, ¢, r et s les multiplicités de
chacune; on a trM = g + rj + sj2 = n. Puisque les parties réelles de j et j2 valent
—1/2, la seule possibilité est que ¢ =n,r = s =0 et alors p = 0.

En particulier 0 n’est pas valeur propre de M et donc M est inversible.

La relation M?® = M? donne alors M3 = I,, et donc M est diagonalisable puisque
M annule un polynéme scindé simple. Finalement M est semblable a I,, donc
égale I,, car sa seule valeur propre est 1.

Inversement, la matrice I,, est solution.

Exercice 191 : [énoncé]

Par élimination de u, on a f2 —af = B(8 — a)v et 3 —af? = 28 — a)v.
Par élimination de v, on obtient f o (f —ald)o (f — gId) = 0.

Ainsi P = X(X — a)(X — ) est annulateur de f.

Casa#feta,f#0

f est diagonalisable car annule un polynéme scindé simple.

Casa=06=0

f est diagonalisable car f est I’endomorphisme nul.

Cas B =0et a#0.

On a f?2 — af =0 donc f est diagonalisable car annule le polynéme scindé simple
X(X —a).

Casa=0et §#0.

Semblable.

Cas a = #0.

Ona f=alu+v)et f2=a?(u+v) donc a nouveau f2 — af = 0.

Dans tous les cas, I’endomorphisme f est diagonalisable.
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Exercice 192 : [énoncé]
On remarque
C?—C?=3A+3B=3C

La matrice C' annule donc le polynéme
X3 - X? -3X

On vérifie aisément que ce polyndéme est scindé a racines simples et on peut donc
affirmer que C est diagonalisable.
Or

A=C?-2C* et B=C+2C* - (C?

donc A et B sont diagonalisables.

Exercice 193 : [énoncé]
a) (<) Immédiat
(=) Par récurrence sur n > 2.
Casn =2
Soient z1, 20 € C* tels que
|21 + 22| = [21] + |22

En posant u = z9/21, on a alors (car z; # 0)
Ll =1+ Jul

En écrivant u = a + ib avec a,b € R et en élevant au carré 'identité précédente, on
obtient

(1+a)> + b =1+2va2 + b2 +a® + b?

et cette identité est vérifiée si, et seulement si, a € RT et b = 0 ce qui permet
d’écrire z9 = iz, avec as = a € RT.

Supposons la propriété établie au rang n > 2.

Soient z1,..., 2y, 2n+1 € C avec 21 # 0 tels que

n+1

>
k=1

n+1

=2 Iz
k=1

Par I'inégalité triangulaire

n+1
Flannal €3 Ja
k=1

n+1

>
k=1

<

n
D>
k=1

et puisque les termes extrémaux sont égaux on a
n n
> a| =2l
k=1 k=1

donc par hypothese de récurrence on peut écrire pour tout k > 2

zr = a2z avec ap = 0

On en déduit

3

zk=14as+ +ay)z #0
k=1
et puisque

+ |Zn+1‘

n
§ ZK + Zn+41
k=1

I’étude du cas n = 2 permet d’écrire

n
D
k=1

n

Zn4l =a E Zk = Qp4+1%21 AVeC Op41 € R
k=1

Récurrence établie.
b) Si M € M,,(C) vérifie M™ = I, et trM = n alors cette matrice est
diagonalisable (car annule le polynéme scindé simple X™ — 1) et ses valeurs
propres Aq, ..., \, vérifient

M+ + A =n

Or les valeurs propres vérifient aussi
Vi<k<n A =1
et elles sont donc de module 1. Nous sommes donc dans la situation ou
AL+ Al = A+ A

Puisque A1 # 0, on peut écrire A\, = a1 pour tout k > 2 avec ay, = 0. Or tous
les A sont de module 1 donc les oy sont égaux a 1 et par suite

AM=...= X\
Enfin puisque la somme des valeurs propres vaut n, on peut conclure
M=...= )\ =1

et finalement M = I,, car la matrice M est semblable & I,,.
La réciproque est immédiate.
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Exercice 194 : [énoncé]
f annule un polynéme scindé a racines simple et fjp aussi.

Exercice 195 : [énoncé]

Si F admet une base de vecteurs propres, il est immédiat d’établir qu’il est stable
par u.

Inversement, si F' est stable alors up est diagonalisable et donc il existe une base
de F formée de vecteurs propres de u.

Exercice 196 : [énoncé]

Le sous-espace vectoriel F' = Vect(eq, ) est stable par u et 'endomorphisme
1 1
0 1 dans(eq, e2).

Or cette matrice n’est pas diagonalisable donc I’endomorphisme induit par u sur
F n’est pas diagonalisable et donc u ne ’est pas non plus.

induit par u sur F' a pour matrice

Exercice 197 : [énoncé]

Spf ={2,4,6}, Ez(A) = Vectey, E4(A) = Vectey et Eg(A)
e1=(0,1,1), ez = (1,0,1), e3 = (1,1,0).

Si V est un sous-espace vectoriel stable alors fy est diagonalisable et donc
posséde une base de vecteurs propres de f. Ainsi V' = {0}, Vect(e;) avec

i € {1,2,3}, Vect(e;,ex) avec j #k € {1,2,3} ou V =R3,

= Vectes avec

Exercice 198 : [énoncé]

Si f et g sont simultanément diagonalisables alors on peut former une base de
chaque sous-espace propre de f a ’aide de vecteur propre de g. Par suite les
sous-espaces propres de f sont stables par g et inversement.

Supposons que les sous-espaces propres de f soient stables par g. f étant
diagonalisable, F est la somme directe des sous-espaces propres de f. Sur chaque
sous-espace propre de f, la restriction de g définit un endomorphisme
diagonalisable car annulé par un polynéme scindé a racines simples (car g

diagonalisable). Cela permet de construire une base de diagonalisation simultanée.

Exercice 199 : [énoncd]
Si f et g sont simultanément diagonalisable alors leurs représentations diagonales
commutent donc f et g commutent.

Si f et g commutent alors g laisse stable chaque sous-espace propre E)\(f) et donc
la restriction de g a celui-ci est diagonalisable dans une certaine base B)y. En
accolant les bases By, pour A € Sp(f) on obtient une base ou f et g sont
représentés par des matrices diagonales.

Exercice 200 : [énoncé]

a) Une base de vecteur propre de u est aussi une base de vecteur propre de P(u).
b) La réciproque n’est pas vraie en toute généralité comme le montre le cas d’un
polynoéme constant.

En revanche, on peut montrer que la réciproque est vraie si deg P = 1.

Exercice 201 :

a) Posons A =

[énoncé]
0 1
0 0

diagonalisable alors que son carré est nul.

b) Dans une base de vecteurs propres de f, f est représenté par une matrice

diagonale D et f2 par la matrice D2. Cela permet de déterminer ker f2 et de

conclure ker 2 = ker f.

c) Supposons ker f = ker f2. Soit P le polynéme minimal de f2.

Si 0 n’est pas racine de P alors, sachant f? diagonalisable, on peut écrire

P= 12[ (X = \;) avec \; # 0.

i=1

Pour chaque \;, posons ¢§; et —¢; les deux solutions complexes de I’équation

=\

Considérons ensuite Q = H (X —6;)(X + 0;) de sorte que Q(f) =

>. Un endomorphisme représenté par A n’est pas

P(f?) =0.
Puisque f annule un polynome scindé a racines sunples f est diagonalisable.
Si 0 est racine de P alors on peut écrire P = X H (X —\;) avec \; #0. En

i=1
reprenant les notations ci-dessus, et on considérant le polynéme

Q= H (X —6)(X +68;), on a f2Q(f) = P(f?) = 0. Ainsi ImQ(f) C ker f2, or

ker f2 = ker f donc fQ(f) =0. Ainsi f annule un polynéme scindé & racines
simples donc f est diagonalisable.

Exercice 202 : [énoncé]

a) u est diagonalisable si, et seulement si, © annule un polynéme scindé & racines
simples.

ou encore :
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u est diagonalisable si, et seulement si, le polynéme minimal de w est scindé a
racines simples.

b) Si u est diagonalisable, il est clair que u? I'est aussi.

Inversement, si u? est diagonalisable alors son polynéme annulateur est scindé &
racines simples : (X — A)...(X — ).

Puisque u € GL(FE) : V1 <i < p, A; # 0 car 0 n’est pas valeur propre de u.
Notons o; et §; les deux solutions de I’équation 22 = ;.

Puisque (u? — A\Id)o...o(u? —A,Id) =0 on a

(u—aild) o (u—piId)o...o(u—ayld) o (u— B,Id) = 0.

Ainsi v annule un polyndéme scindé a racines simples. Par suite u est
diagonalisable.

¢) Si u est diagonalisable alors P(u) l'est aussi.

Inversement, si P(u) est diagonalisable alors son polynéme minimal est scindé a
racines simples (X — A1) ... (X — Xp) ol les \; sont les valeurs propres de P(u).
Le polynéme (P(X) — A1)...(P(X) — \,) est alors annulateur de u.

Les facteurs P(X) — A; sont sans racines communes.

Le polynéme minimal M de u divise (P(X) — A1) ... (P(X) — Ap).

Si w est racine au moins double de M alors w est racine au moins double de I'un
des facteurs P(X) — \; donc racine de P’.

Or w est aussi valeur propre de u donc P’(w) = 0 est valeur propre de P’(u).
Cependant P’'(u) € GL(E), c’est donc impossible.

Par suite les racines de M sont simples et u est donc diagonalisable.

Exercice 203 : [énoncé]
Soient A1, ..., A, les valeurs propres deux a deux distinctes de P(u).

Posons @ = [ (X — Ax). @ est un polynéme annulateur de P(u) donc
k=1

n

T1 (Pw) = Mddi) = 0.

n
Posons Qi = P — . Le polyndéme [] Qf est annulateur de u et les racines d'un
k=1
polyndéme Q) sont distinctes de celles d’'un polynéme Qy avec k # £ car A\ # Ap.

De plus si « est racine multiple de @, alors P(a) = Mg et Q. (a) = P'(a) =0 ce
qui est exclu par hypothese.

n
Par conséquent le polynéme [] Qj est scindé simple donc u est diagonalisable.
k=1

Exercice 204 : [énoncé]
dimker A = n — 2 donc 0 est valeur propre de A de multiplicité au moins n — 2.

Puisque x4 est scindé, la trace de A est la somme des valeurs propres de A
comptées avec multiplicité.

Si 0 est la seule valeur propre de A alors A est semblable & une matrice
triangulaire supérieure stricte et alors A™ = O,, ce qui est exclu.

Sinon A posseéde alors une autre valeur propre, puis deux car la somme des valeurs
propres est nulle. Par suite la somme des dimensions des sous-espaces propres de
A est au moins n et donc A est diagonalisable.

Exercice 205 : [énoncé]
a) A est semblable & une matrice triangulaire supérieure stricte 7.
b) On peut écrire A = PTP~! donc

det(A+1I,) =det(T+I,) =1

c) det(A + M) = det(M) det(AM 1 + I,,).

Puisque (AM~1)" = A"M~" = O,,, 0 est la seule valeur propre de AM~! et par
létude qui précede det(A + M) = det M.

d) Si A est solution alors pour tout A # 0, det(A — Al,) # 0 donc 0 est seule
valeur propre de A.

Exercice 206 : [énoncé]

Si A est solution alors P = X (X — 2)? est annulateur de A et les valeurs propres
de A figurent parmi {0,2}. Par la trace, on peut alors affirmer que 2 est valeur
propre de multiplicité 4.

Par le lemme de décomposition des noyaux, ker(A — 2Id)? et ker A sont
supplémentaires.

Par multiplicité des valeurs propres, leurs dimensions respectives sont 4 et n — 4.

Ainsi A est semblable & < 21y 3— M OO , ) avee M € My(C) vérifiant M? = 0.
On raisonnant sur le rang, on montre que M est semblable a Oy,

0 0 0 1 0 0 1 0

0 0 0 O 0 0 0 1

o000 /|°“loooo0

0 0 0 O 00 0 O

La réciproque est immédiate.

Exercice 207 : [énoncé]

Si A est nilpotente alors seule 0 est valeur propre de A et donc A est semblable &
0 *

. Par suite trA? = 0 pour tout p > 1.
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Inversement, supposons trA? = 0 pour tout p € [1,n].
Notons Ay, ..., Ay, les racines non nulles de x et o, ..., oy, leurs multiplicités
respectives.

OnaVvVl<p<m<n,tr(fP) = Eai)\f:().
i=1

1=
Ce systeme de Vandermonde implique : V1 < i < p,; = 0 et donc I'inexistence de
valeurs propres autres que 0 ce qui permet de conclure queA est nilpotente via
trigonalisation.

Exercice 208 : [énoncé]
Le polynéme
X3 —4X? 44X = X(X - 2)?

est annulateur de M.

On en déduit SpM C {0,2} et M trigonalisable (car M annule un polynéme
scindé).

Par suite trM est la somme des valeurs propres de M comptées avec multiplicité
et puisque trM = 0, seul 0 est valeur propre de M.

On en déduit que la matrice M — 21, est inversible et puisque

M(M —2I,)* =0,

on obtient
M =0,

Exercice 209 : [énoncé]
Puisque le polynéme X3 — X2 = X2(X — 1) annule f le lemme de décomposition
des noyaux donne

R3 = ker f? @ ker(f — Id)

Sachant dimker(f —Id) = 1, on a dim ker f2 = 2.
On ne peut avoir dimker f = 0 et puisque ker f C ker f2, on a

dimker f =1 ou 2

Si dimker f = 2 alors
R? = ker(f — Id) @ ker f

et dans une base adaptée a cette supplémentarité, la matrice de f est

1 00
0 0 0
0 0 0

Si dimker f = 1 alors considérons e3 € ker f2\ ker f et ea = f(e3).

On vérifie aisément que (eq,e3) est une base de ker f2 et en considérant un
vecteur e; € ker(f —Id) non nul, on obtient une base (ey, ea, €3) dans laquelle la
matrice de f est

o O O
o = O

1
0
0

Exercice 210 : [énoncé]

a) Si A € M,,(C) alors A est triangularisable et lors de cette triangularisation les
valeurs propres de A apparaissent sur la diagonale. Or A est nilpotent donc 0 est
sa seule valeur propre et la diagonale de la matrice triangulaire obtenue est nulle.
Le polynome caractéristique de A € M,,(C) est alors égal & (—1)"X™.

b) Pour A € M, (R), on a aussi A € M,,(C) et le polynéme caractéristique est
calculé par la méme formule dans les deux cas. Par suite le polynéme
caractéristique pour A € M, (R) est scindé et donc a nouveau A est
triangularisable avec des 0 sur la diagonale.

Exercice 211 : [énoncé]

Si u possede une unique valeur propre \ alors celle-ci est la seule racine de son
polynéme caractéristique qui est alors (A — X)4™ £, Ce dernier annulant u, on
peut affirmer u — AIdg est nilpotent.

Si u — AIdg est nilpotent alors il existe p € N tel que (X — \)? soit annulateur de
u. Les valeurs propres de u étant racine de ce polynoéme, elles ne peuvent qu’étre
égale a \. De plus A est assurément valeur propre car un endomorphisme d’un
C-espace vectoriel de dimension finie possede au moins une valeur propre.

Exercice 212 : [énoncé]
a) Par récurrence

frog—goft=nf"
b) Par linéarité
P(f)og—goP(f)=foP(f)
Par suite, si P(f) =0, alors fo P'(f) =0.
¢) Soit 7 le polyndme minimal de 'endomorphisme f.
7 annule f donc X7’ aussi. Par minimalité de 7, 7 | X7'. Pour des raisons de

degré et de coefficients dominants, ar = X7’ avec a = degm. On en déduit
™= X% et donc f est nilpotent.
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Exercice 213 : [énoncé]

a) Supposons qu’il existe p € N* tel que f? = 0.

XP? est annulateur de f donc Sp(f) C {0}. Or Sp(f) # 0 donc Sp(f) = {0}.
Inversement, si Sp(f) = {0} alors seule 0 est racine de son polynéme
caractéristique. Or x est scindé dans C[X] donc x5 = (—1)" X" puis f” =0 en
vertu du théoréme de Cayley Hamilton. On en déduit que f est nilpotente.

b) Supposons f nilpotent.

Par I’étude ci-dessus, f est trigonalisable stricte et donc

V1 <k<n,tr(fk) =0

car les puissances de f pourront aussi étre représentées par des matrices
triangulaires strictes.
Inversement, supposons

V1<k<ntr(ff) =0

En notant Aq,...,\, les valeurs propres comptées avec multiplicité de A, on
obtient le systeme
M+ +A, =0

M4 +A2=0

AT 4 b AT =0

La résolution de ce systéme est délicate.

En raisonnant par récurrence, nous allons établir que la seule solution est
A1 = ... = A, = Oce qui permettra de conclure que f est nilpotente car
Xf = (—1)"X™ est annulateur de f.

Pour n =1 : la propriété est immédiate.

Supposons la propriété au rang n — 1.

Considérons le polynéme

PX)=(X-=-X\)...( X =)
En développant,

PX)=X"4ap, 1 X" '+ -+ X +ao

Comme P(\;) =0,ona Y, P()\;)=0.

Or n n n n
ZP(/\i) :ZA?Jranqz)\?_l +"’+alz>\i+na0 = nag
i=1 i=1 i=1 i=1

On en déduit ag = 0 et donc 0 est racine de P.

Il existe alors ¢ € {1,...,n} tel que \; = 0.

Par symétrie du probleme, on peut supposer A\, = 0.

Par application de I’hypotheése de récurrence, on obtient Ay = ... =\, = 0.
La récurrence est établie.

Exercice 214 : [énoncé]

a) Soit A une valeur propre de I’endomorphisme 7.

Il existe une matrice M non nulle vérifiant T(M) = AM.

On a alors MA = (A+ \[,)M.

Par une récurrence facile, M AP = (A + \[,)P M.

Or pour un certain p € N*, AP = O,, donc (A + AI,)PM = O,.

Cependant la matrice M n’est pas nulle donc la matrice (A + AI,)P n’est pas
inversible puis la matrice A + AI,, ne I’est pas non plus. Ainsi A est valeur propre
de A et donc A = 0 car 0 est la seule valeur propre d’une matrice nilpotente.

On en déduit SpT C {0} puis SpT = {0} car le corps de base C assure I’existence
d’au moins une valeur propre.

Le polyndme caractéristique de T' étant scindé dans C[X] et de degré n?, on a
XT = (—1)"2X n’® puis T =0 car le polynoéme caractéristique est annulateur en
vertu du théoreme de Cayley Hamilton.

Finalement, I’endomorphisme T est nilpotent.

b) Pour g = Idg on a T = 0.

Ainsi ’endomorphisme T est nilpotent alors que g ne ’est pas.

La réciproque est fausse.

Exercice 215 : [énoncé]

Une matrice M € M,,(C) nilpotente vérifie M™ = O,,. Considérons la matrice
(A + xB)™. Les coefficients de cette matrice sont des polyndmes de degrés
inférieurs a n s’annulant chacun en les Ay, ..., Ay, A\py1, ce sont donc des
polyndémes nuls. Ainsi, pour tout z € C, (A + xB)"™ = O,,. En particulier pour

x = 0, on obtient A™ = O,,. Aussi pour tout y # 0, en considérant y = 1/z, on a
(yA+ B)™ = O, et en faisant y — 0, on obtient B" = O,,.

Exercice 216 : [énoncé]

a) Zy est l'idéal des polynoémes annulateurs de u; il est engendré par P, = 7,
polynéme minimal de u.

La somme de deux endomorphismes nilpotents commutant est encore nilpotent
car la formule du binéme de Newton s’applique et il suffit de travailler avec un
exposant assez grand. On obtient alors facilement que 7y est un sous-groupe de
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(K[X],4). La stabilité par absorption étant immédiate, Zo est un idéal de K [X]
et comme il contient 77, il est non nul.

b) Puisque Z; C 7y, P, € P,K[X] et donc Py | P;.

Aussi, en posant n la dimension de F, on sait que pour tout endomorphisme
nilpotent de v de E, on a v™ = 0. Puisque P (u) est nilpotent, on en déduit que
(Py)"(u) = 0 et donc P, | Py.

¢) Cette question est immédiate avec la décomposition de Dunford mais cette
derniére est hors-programme. . . Procédons autrement !

Puisque Py | Py et Py | P}, les racines de P, sont exactement celles de Py
c’est-a-dire les valeurs propres de ’endomorphisme u. On peut donc écrire

P= ] (xX-xn=

A€Spu

Or P5(u) étant nilpotent, il est immédiat que I’endomorphisme [] (v — Adg)
AESpu
Pest aussi.
On en déduit que
=] x-»

AESpu

et ce polynome est donc scindé simple.

Déterminons maintenons un polynéme R € K[X] tel que pour @ = P> R, on ait
Pyt~ Qu)) = 0.

On en déduira que u — Q(u) est diagonalisable avec Q(u) € Zs.

L’identité Po(u — Q(u)) = 0 est obtenue dés que P; divise le polynéme

P (X - B(X)R(X)) = [ (X A= P(X)R(X))
AESpu

Or P, = [] (X — X\ donc il suffit que pour chaque A € Spu, le facteur
AESpu
(X — NP divise le facteur X — X\ — P»(X)R(X) pour pouvoir conclure.
On a
X = A= BX)RX) = (X =) [ 1- [ (X - wRX)
HAEX

La condition voulue est assurément vérifiée si 8y = 1.
Pour 8 > 2, la condition voulue est satisfaite si [[ (A — p)R(A) =1 et si pour

HFEN
tout k € {1,...

HEX
en \. Cela fournit des équations déterminant pleinement
ROA),R'(A\),...,RP*»72(X) car T[] (\—pn) #0.
JTEN

,Bx — 2}, la dérivée kéme du polynéme [[ (X — p)R(X) s’annule

Sachant qu’il est possible de construire un polynéme prenant des valeurs données
ainsi que ses dérivées en des éléments deux a deux distincts de K, on peut
déterminer un polyndéme résolvant notre probleme.

Exercice 217 : [énoncé]
) 02 02 donc @(02)2 = ‘I’(Og) d’ou (I)(OQ) =0oul.
Si ®(03) =1 alors pour tout A € Ms(R),
O(A) = P(A) x D(02) = P(A x Og) = 1.
Ceci est exclu car la fonction ® n’est pas constante. On en déduit ®(02) = 0.
b) Si A est nilpotente alors A% = Oy (car A est de taille 2) et donc ®(A)? = 0 puis
®(A) =0.
c) I3 = I, donc ®(I3)? = ®(I3) puis ®(I3) =0 ou 1.
Si ®(I2) = 0 alors pour tout A € M3(R), ®(A) = P(A x I5) = P(A) x 0 =0.
Ceci est exclu car la fonction ® n’est pas constante. On en déduit ®(I) = 1.

0 1
Notons E = ( 10 )
On remarque E? = I donc ®(E)? = 1 puis ®(E) = —1 car ®(E) # &(1).
Puisque B = E'A, on en déduit ®(B) = —P(A).
d) Si A est inversible alors ®(I3) = ®(A ) ®(A1) et donc ®(A) # 0 puisque
O(I;) =1+#0.

Inversement, supposons A non inversible. 0 est valeur propre de A.
On vérifie aisément que deux matrices A et B semblables vérifient ®(A) = ®(B).
Si A est diagonalisable alors A est semblable a

0 0
0 trA

wo-a () )=o) -

car cette derniére matrice est nilpotente.
Si A n’est pas diagonalisable A est trigonalisable (car x4 scindé sur R) et A est

semblable a
0 1
0 0

et par suite ®(A) = 0 car cette derniére matrice est nilpotente.

Par suite

Exercice 218 : [énoncé]
1. K[A] = Vect { A* /k € N}.
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En notant p I'indice de nilpotence de A, K [A] = Vect(I,,, 4, ..., AP~1).

D’autre part, on établit facilement que la famille (I,,, 4,..., AP~1) est libre et
donc on peut conclure dim K [A] = p.

2.a) B? = APP(A)? = 0 donc B est nilpotente et Ind(B) < Ind(A).

Si B? =0 alors A9P(A)? = 0 et donc le polynéme X?P(X)9 est annulateur de A.
Or le polynéme minimal de A est X? et celui-ci divise tout polynéme annulateur
de A donc X? divise X9P(X)4. Sachant P(0) # 0, on obtient que X? divise X7 et
donc p < q.

2.b) Puisque B est un polynéme en A, on a K[B] C K[A]. Or par égalité des
indices de nilpotence, on a égalité des dimensions et donc K [B] = K[A]. Par suite
il existe R € K[X] tel que A = R(B).

Puisque AP = 0, le polynéme R(X)? est annulateur de B, or le polynéme minimal
de B est X? donc X? divise R(X)P et on en déduit R(0) = 0. Cela permet
d’écrire R(X) = XQ(X) et donc A = BQ(B).

Si Q(0) = 0, alors on peut encore écrire A = B2S(B) et alors I'indice de
nilpotence de A est inférieur au plus petit entier supérieur & p/2. Si p > 1, c’est
absurde et donc on peut affirmer Q(0) # 0.

Dansle cas p=1,0on a A =0, B =0 et la résolution est immédiate.

3.a) On définit la matrice étudiée

A:=matrix(8,8,(i,j)->if i=j-1 or i=j-4 then 1 else 0 fi);

Cette matrice est triangulaire supérieure, donc nilpotente.

On évalue les puissances successives de la matrice A

seq(evalm(A~k) ,k=1..8);

On observe alors Ind(A) = 8.

3.b) On définit la matrice B

B:=evalm(A* (1+A+2%xA~2+3%A"3)) ;

On cherche ensuite le polynéme @ a coefficients inconnus. On définit celui-ci
Q:=unapply(add(a[k]*X"k,k=0..6) ,X);

ainsi que la matrice C' = BQ(DB)

C:=evalm(B&*Q(B));

En jouant avec le facteur de zoom, on observe la structure de cette matrice et
celle-ci correspond a A si, et seulement si, les aj sont solutions d’un systéme facile
a former. On résout celui-ci

solve({C[1,2]=1,C[1,3]=0,C[1,4]=1,seq(C[1,k]=0,k=5..8)});
On peut vérifier 'exactitude de cette solution

assign(%);
evalm(B&*Q(B)) ;

Finalement, on obtient le polynéme

QX)=1-X+X?-2X%+9X* - 32X° + 72X°

Exercice 219 : [énoncé]

a) SpA = {0} et A # O,, donc A n’est pas diagonalisable.

b) On remarque A" = O,, et A"~ # O,

S’il existe B € M,,(R) vérifiant B? = A alors B*" = A" = O,, donc B est
nilpotente. Par suite B" = O,,.

Or B?"=2 £ 0,, avec 2n — 2 > n, c’est absurde.

Exercice 220 : [énoncé]

On a
det(A + N) = det(A) det (I, + A~'N)

Puisque A et N commutent, il en est de méme de A~! et N. On en déduit que la
matrice A”'N est nilpotente car N Dest.

La matrice A~'N est alors semblable & une matrice triangulaire supérieure stricte
et la matrice I,, + A~'N est semblable & une matrice triangulaire supérieure avec
des 1 sur la diagonale.

On en déduit

det(I, + A7'N) =1

puis
det(A+ N) =det A
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Exercice 221 : [énoncé]

a) Si A est valeur propre de A alors A? = 0 d’ott A = 0. Par suite x4 = (—=1)"X"
puis par Cayley Hamilton A™ = 0.

b) det(A +I) = xa(~1) = (~1)"(~1)" = 1

¢) Si M est inversible det(A + M) = det(AM ! + I) det M.

Or A et M1 commutent donc (AM~1)P = 0 puis par b) : det(A + M) = det M.
Si M n’est pas inversible. Posons M, = M + %In. Quand p — 400, M, est
inversible et commute avec A donc det(A + M) = det M,,. Or det M,, — det M et
det(A + M,) — det(A+ M) donc on peut prolonger I’égalité a toute matrice qui
commute avec A.

0 1 1 2
d)Nonprendre.A-(O O>etM—<3 4>.

Exercice 222 : [énoncé]
On a
Vk € {0,...,n},(A+2"B)" =0,

Considérons alors la matrice
(A+ XB)" € M,(K[X])

Celle-ci est a coefficients polynomiaux de degrés inférieurs a n. Puisque
1,2,...,2" sont n + 1 racines distinctes de ces coefficients, ceux-ci sont tous nuls.
On en déduit

A" =0,

car les coefficients constants sont nuls, et
B" =0,

car les coefficients des termes X" sont nuls.

Exercice 223 : [énoncd]
a) Par le développement limite de /1 4+ = en 0 on peut écrire

V1+z=P,(z)+O(z")
avec P, polynéme de degré inférieur a n — 1.

b) On a
P2z)= (Vitz+0@Em) =1+z+0@")

donc
Pi(x) —x—1=0(z")

Notons « la multiplicité de 0 en tant que racine du polynéme P2(X) — X — 1.
On peut écrire P2(X) — X — 1 = X°Q(X) avec Q(0) # 0 et donc

z*Q(x) = O(z™) au voisinage de 0

puis
°7"Q(z) = O(1)

Nécessairement o —n > 0 et on en déduit que 0 est racine de multiplicité au
moins n du polynéme P2(X) — X — 1 et donc que X™ divise ce polynome.
¢) Puisque X™ annule f, P2(X) — X — 1 annule aussi f et alors "endomorphisme
g = P2(f) vérifie

9*=f+1dp

d) Puisque E est un C-espace vectoriel, le polynéme caractéristique de f est
scindé et puisque A est sa seule valeur propre, celui-ci est

xp=(=D"X ="

En vertu du théoréme de Cayley-Hamilton, on a (f — Mdg)™ = 0.
Considérons alors p € C vérifiant y? = \ et posons

g =uP((f — \dg)/u?)

Puisque (f — Mdg)/u?vérifie Phypotheése du c), on a

— \Id
g =u (f " E+IdE>—f



